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Untersuchungen  über  ein  zweidimensionales  Dispersions-  und 
Absorptionsproblem. 


Von 

Helene  Stallwitz. 


§ 1. 

Problemstellung. 


Die  vorliegende  Arbeit  soll  versuchen,  die  Theorie  der  Dispersion 
und  Absorption  eines  Mediums  aufzustellen,  in  das  zylindrische  Hindernisse 
von  unendlicher  Länge  eingelagert  sind.  Wir  schreiben  diesen  Zylindern  i.  A. 
sowohl  eine  Dielektrizitätskonstante,  als  auch  Leitfähigkeit  zu,  und  werden 
dann  den  Fall  dielektrischer  Zylinder  sowie  solcher  von  unendlicher  Leit- 
fähigkeit als  Spezialfälle  behandeln. 

Wir  gehen  dabei  zunächst  aus  von  der  Betrachtung  eines  einzelnen 
Zylinders  vom  Radius  p,  auf  den  elektromagnetische  Wellen  von  der 
Wellenlänge  X auffallen-,  vorausgesetzt  wird,  daß  das  Verhältnis  £ klein 
gegen  1 ist.  Die  von  einem  Zylinder  hervorgerufene  Störung  ergibt  sich 
in  der  Form  einer  unendlichen  Reihe,  die  sich  für  kleine  Argumente 


auswerten  läßt.  x 7 

Das  Problem  der  Beugung  an  einem  einzelnen,  und  zwar  an  einem 
leitenden1),  sowie  an  einem  dielektrischen2)  Zylinder,  ist  bereits  voll- 
kommen behandelt  worden.  Im  Anschluß  daran  haben  CI.  Schaefer  und 
und  F.  Reiche  die  Theorie  eines  ebenen  Beugungsgitters3)  aufgestellt.  Sie 


*)  W.  Seitz:  Die  Wirkung  eines  unendlich  langen  metallischen  Zylinders  auf 
Hertzsche  Wellen.  Ann.  d.  Phys.  16,  p.  746,  1905,  vgl.  dazu  die  Bemerkung  auf 
p.  6 dieser  Arbeit. 

W.  v.  Ignatowsky:  Reflexion  elektromagnetischer  Wellen  an  einem  Draht. 
Ann.  d.  Phys.  18,  1905. 

W.  Seitz:  Die  Beugung  des  Lichtes  an  einem  dünnen  zylindrischen  Drahte. 
Ann.  d.  Phys.  21,  1906,  p.  103. 

2)  CI.  Schaefer:  Über  die  Beugung  elektromagnetischer  Wellen  an  isolierenden 
zylindrischen  Hindernissen.  Sitzungsbericht-  d.  Kgl.  preuß.  Akademie  der  Wissen» 
schäften,  1909. 

^ CI.  Schaefer  u.  F.  Großmann:  Untersuchungen  über  die  Beugung  elektro- 

magnetischer Wellen  an  dielektrischen  Zylindern.  Ann.  d.  Phys.  31,  1910. 


3)  CI.  Schaefer  und  F.  Reiche:  Zur  Theorie  des  Beugungsgitters.  Ann.  d. 
Phyc.  35,  p.  817,  1911. 
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betrachten  ein  Medium,  in  diesem  Falle  das  Vakuum,  in  dem  längs  einer 
ausgezeichneten  Richtung  2 (N  -f-  1)  unendlich  lange  Stäbe  von  beliebigem 
Material  in  einer  Ebene  aufgestellt  sind.  Es  ist,  wie  beim  Beugungsgitter 
natürlich,  vorausgesetzt,  daß  die  Gitterkonstante  groß  gegen  die  Wellen- 
länge der  auffallenden  Strahlung  ist,  so  daß  eine  gegenseitige  Beeinflussung 
der  Gitterstäbe  zu  vernachlässigen  ist. 

Wir  knüpfen  im  folgenden  an  die  Arbeiten  von  CI.  Schaefer  an;  der 
Unterschied  der  vorliegenden  Untersuchungen  gegen  die  letztgenannte 
Arbeit  besteht  darin,  daß  wir  ein  Medium  betrachten,  in  dem  zylindrische 
Hindernisse  von  unendlicher  Länge  parallel  einer  ausgezeichneten  Richtung 
räumlich  angeordnet  sind  und  zwar  derart,  daß  ihre  Abstände 
klein  gegen  die  Wellenlänge  der  sich  in  dem  Medium  fort- 
pflanzenden Welle  sind.  Dieser  Umstand  gestattet  die  Bildung  der 
für  alle  Dispersionstheorien  notwendigen  Mittelwerte,  was  beim  Beugungs- 
gitter selbstverständlich  nicht  in  Frage  kommt. 

Das  analoge  Problem  für  kugelförmige  Hindernisse  liegt  bereits 
gelöst  vor.  Die  Beugung  an  einer  einzelnen  Kugel  hat  am  vollständigsten 
Gustav  Mie1)  hehandelt.  Er  berechnet  die  Intensität  des  durch  ein  kugel- 
förmiges Partikelchen  zerstreuten  Lichtes  und  die  dadurch  bedingte 
Schwächung  des  auffallenden  Lichtes  hinter  demselben.  Durch  Multi- 
plikation des  Resultates  mit  der  Anzahl  der  in  einer  unendlich  verdünnten 
kolloidalen  Lösung  suspendierten  Partikel  erhält  er  die  Extinktion  dieser 
Lösung.  Das  Verfahren  läßt  sich  natürlich  nur  anwenden,  weil  der  Ab- 
stand der  beugenden  Partikel  von  einander  als  groß  gegen  die  Wellen- 
länge betrachtet  wird,  gleichzeitig  aber  die  Meßmethoden  so  roh  sind, 
daß  noch  Mittelwerte  gebildet  werden  können;  wäre  das  nicht  der  Fall, 
so  würde  die  ganze  Methode  versagen. 

Einen  Versuch,  den  Brechungsexponenten  einer  derartigen  Lösung, 
auch  bereits  für  stärkere  Konzentrationen,  d.  h.  für  kleinere  Abstände  der 
Partikel,  aufzustellen,  hat  Maxwell  Garnett2)  gemacht.  Er  betrachtet  ein 
Medium,  das  sehr  kleine  metallische  Kugeln  enthält,  z.  B.  Rubinglas.  Seine 
Ausführungen  schließen  sich  an  ältere  Lord  Rayleigh’s3)  an.  Die  von 
M.  Garnett  aufgestellte  Formel  für  den  Brechungsexponenten  gibt  jedoch 
die  Extinktion  durch  seitliche  Ausstrahlung,  z.  B.  bei  dielektrischen  Kugeln, 


D Gustav  Mie:  Beiträge  zur  Optik  kolloidaler  Goldlösungen.  Ann.  d.  Phys.  25, 
p.  377,  1908. 

2)  Maxwell  Garnett:  Colours  in  Metal  glasses  and  in  Metallic  films.  Philo- 
sophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London,  1904,  vol.  203,  p.  385. 

M.  Garnett:  Colours  in  Metal  glasses,  in  Metallic  films  and  in  Metallic 
Solutions;  1.  c.  1906,  vol.  205,  p.  237. 

3)  Lord  Rayleigh:  Phil.  Mag.  44,  p.  28,  1907. 
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nicht  wieder;  sie  ist  also  nicht  geeignet,  die  experimentell  beobachtbaren 
Phänomene  rechnerisch  darzustellen. 

Von  größerem  Interesse  für  unser  Problem  sind  drei  Arbeiten  von 
M.  Planck1.)  Planck  betrachtet  einen  isotropen  Nichtleiter,  den  er  so  auf- 
faßt, als  ob  er  aus  Vakuum  bestände,  in  das  Hertzsche  Dipole  eingelagert 
sind.  Die  Abstände  der  Dipole  sind  klein  gegen  die  Wellenlänge,  die 
sich  in  dem  Nichtleiter  fortpflanzt.  Planck  berechnet  die  ein  Molekül 
erregenden  Kräfte  mit  Hilfe  des  dreidimemsionalen  Hertzschen  Vektors 
und  findet  für  den  Brechungsexponenten  eine  Formel,  die  sich  im  wesent- 
p liehen  mit  der  bekannten  Lorenz-Lorentzschen  Formel  deckt. 

Die  erwähnte  Arbeit  von  Mie  wird  schließlich  ergänzt  und  erweitert 
durch  R.  Gans  und  H.  Happel2).  Die  Verfasser  dehnen  ihre  Unter- 
suchungen auch  auf  „homogenea  Lösungen  aus,  d.  h.  solche,  in  denen  der 
Abstand  der  suspendierten  Teilchen  klein  gegen  die  Wellenlänge  der  sich 
in  dem  Medium  fortpflanzenden  Welle  ist.  Gans  und  Happel  benutzten  die 
allgemeine  Methode  der  Elektronentheorie  von  H,  A.  Lorenz,  die  auch  wir 
bei  dem  vorliegenden  Zylinderproblem  anwenden  werden. 

Wir  werden  zunächst  die  Maxwellschen  Gleichungen  für  einen  ein- 
zelnen Zylinder  aufstellen  und  die  Maxwellschen  Kräfte,  d.  h.  die  Vektoren 
e und  t),  auf  ein  Vektorpotential  o zuriiekführen.  Wir  gehen  dann  von 
einem  einzelnen  Zylinder  über  zu  einem  Medium,  wie  wir  es  oben  beschrieben 
haben:  In  das  Vakuum  seien  parallel  einer  ausgezeichneten  Richtung  Zylinder 
vom  Radius  p eingelagert;  sowohl  p als  auch  der  Abstand  der  Zylinder  sei 
klein  gegen  die  Wellenlänge  der  sich  in  dem  Medium  fortpflanzenden  Störung. 
Außerdem  sei  aber  auch  p klein  gegen  den  Abstand  der  Zylinder  von 
einander;  diese  Voraussetzung,  daß  der  von  Zylindern  freie  Raum  groß 
gegen  den  von  den  Zylindern  eingenommen  sei,  ist  nötig,  damit  wir  die 
Maxwellschen  Gleichungen  auf  das  Medium  anwenden  können.  Diese 
Annahme  muß  für  jede  Dispersionstheorie  gemacht  werden3).  Für  dieses 
Medium  bilden  wir  mit  Hilfe  einer  Mittelwertsbetrachtung  ebenfalls  die 
Maxwellschen  Kräfte  (5  und  § und  leiten  sie  auch  von  einem  Vektor- 
potentiale 51  ab.  Die  Maxwellschen  Kräfte  setzen  sich  zusammen  aus  der 
Wirkung  sämtlicher,  in  dem  Medium  enthaltenen  Zylinder. 


x)  M.  Planck:  Die  elektromagnetische  Dispersion  in  insotropen  Nichtleitern. 
Sitzungsber.  der  Kgl.  preuß.  Akademie  der  Wissenschaften,  1902,  I p.  470. 

M.  Planck:  Zur  elektromagnetischen  Theorie  der  selektiven  Absorption  in 
isotropen  Nichtleitern.  1.  c.  1903,  p.  480. 

M.  Planck:  Über  die  Extinktion  des  Lichtes  in  einem  optisch  homogenen 
Medium  von  normaler  Dispersion.  1.  c.  1904,  p.  740. 

2)  R.  Gans  und  H.  Happel:  Zur  Optik  kolloidaler  Metalllösungen.  Ann.  d. 
Phys.  29,  p.  277,  1909. 

3)  Vergl.  z.  B.  Planck,  Gans  und  Happel,  1.  c. 
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Mit  den  Maxwellschen  Kräften  (£  und  § vergleichen  wir  die  sog. 
„erregenden  Kräfte“.  Darunter  verstehen  wir  die  Vektoren  (£'  und 
die  einen  Zylinder  zu  Schwingungen  veranlassen.  Jeder  Zylinder  wird 
offenbar  durch  die  von  allen  übrigen  Zylindern  ausgehenden  Störungen 
erregt,  während  die  Störung,  die  er  selbst  hervorruft,  keinen  Anteil  an 
und  § hat.  Die  erregenden  Kräfte  sind  ebenfalls  von  einem  Vektor- 
potentiale  21  ableitbar.  Der  Unterschied,  der  zwischen  (£  und  § einerseits, 
und  (£'  und  andererseits  besteht,  besteht  natürlich  - auch  zwischen  den 
Vektorpotentialen  und  21:  nämlich,  zu  21  tragen  alle  Zylinder  bei,  zu  2T 
alle  Zylinder  mit  Ausnahme  desjenigen,  den  wir  gerade  betrachten,  und 
der  durch  die  übrigen  zu  Schwingungen  angeregt  wird.  Indem  wir  die 
Potentiale  21  und  2V  vergleichen,  gelingt  es  uns,  durch  einfache  Differentia- 
tionen die  erregenden  Kräfte  durch  die  Maxwellschen  auszudrücken. 
Stellen  wir  nun  noch  auf  elektronentheoretischem  Wege  die  dielektrische 
Verschiebung  £)  = I © und  die  magnetische  Induktion  23  = jx  § her,  so 
erhalten  wir  Gleichungen  für  l und  jl,  d.  h.  für  Mittelwerte  der  Dielektrizitäts- 
konstante und  der  Permeabilität,  und  aus  diesen  beiden  Werten  finden  wil- 
den Brechungsexponenten  und  den  Absorptionskoeffizienten  des  Mediums. 

§ 2. 

Lösung  für  einen  einzelnen  Zylinder. 

Wir  nehmen  im  folgenden  an,  daß  das  die  zylindrischen  Hindernisse 
umgebende  Medium  das  Vakuum  sei.  Das  Endresultat  gilt  für  jedes  be- 


liebige Medium,  wenn  man  c durch  v,  d.  h.  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit im  Vakuum  durch  die  in  dem  betreffenden  Medium  ersetzt.  Wir 
legen  einen  Zylinder  von  unendlicher  Länge  und  dem  Radius  p parallel 
der  z-Achse,  nennen  die  Mittelpunktskoordinaten  seines  Querschnittes  (§,  Yj) 
und  lassen  eine  ebene  polarisierte  Welle  in  Richtung  abnehmender  x ein- 
fallen. 


5 


Stellen  wir  hierfür  die  Maxwellsclien  Gleichungen  auf,  so  zerfallen 
sie  in  zwei  vollkommen  getrennte  Gruppen.  Die  erste  umfaßt  die  Kom- 
ponenten ($z,  §r,  und  entspricht  der  Voraussetzung,  daß  die  elektrische 
Kraft  parallel  der  Zylinderachse  ist;  die  zweite  umfaßt  die  Feldgrößen 
£)z,  (£r,  (Srp  und  entspricht  der  Voraussetzung,  daß  die  elektrische  Kraft 
senkrecht  zur  Zylinderachse  ist.  Wir  behandeln  zunächst  den  ersten  Fall ; 
die  Betrachtungen  für  den  zweiten  Fall  (§  10)  sind  vollkommen  analog. 

Im  ersten  Falle  lautet  die  Gleichung  der  einfallenden  Welle: 

g'z  = e in  0 + j)  (1) 


Die  Maxwellsclien  Gleichungen  lauten  in  Zylinderkoordinaten: 

p.  d@z  4 Tüa  _ 1 0 _ 1 3£>r 


at 


+ ® z ~ r ö?  (r®V) 


1 d&r  _ 1 

c 8t  r 89 


1 0§cp  __  ß@z 
c 0t  0r  ’ 


a j 
b > 

c J 


(2) 


wobei  a die  Leitfähigkeit,  e die  Dielektrizitätskonstante,  c die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit im  Vakuum  bedeutet.  Ferner  ist:  r2  = (x  — £)2 
+ (y  — Y] )2.  Die  Differentiationen  nach  r sind  so  zu  verstehen,  daß 
(5,  Y])  konstant  bleibt  und  der  Aufpunkt  (x,  y)  sich  verschiebt.  Die 
Differentiationen  nach  z fallen  fort. 


Zu  diesen  Gleichungen  treten  die  Grenzbedingungen,  daß  die  tan- 
gentiellen  Komponenten  der  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  beim 
Übergange  von  einem  Medium  zum  anderen,  d.  li.  an  der  Oberfläche  der 
Zylinder,  stetig  bleiben  müssen.  Bezeichnen  wir  die  auf  den  Außenraum 
bezüglichen  Größen  mit  dem  Index  1,  die  dem  Innenraume  der  Zylinder 
entsprechenden  mit  dem  Index  2,  so  ist  an  der  Stelle  r = p: 

(®z)l  ==  (@z)2  a 

(§Cp)l  = (§9)2  k 

oder  wenn  wir  (3  b)  nach  t differentiieren: 

( 

V at  y 


Das  ist  nach  den  Maxwellsclien  Gleichungen  (2  c): 

/3®z\  _ /ö@z\ 

\ 0r  )1  V 0r  ) 2 


Dazu  tritt  die  Bedingung,  daß  im  unendlichen  die  Störung  ver- 
schwinden, also  dort  nur  die  ebene  Welle  vorhanden  sein  soll.  Es  ist  also: 


(®z)r  = 


00 


e 


111 


O) 
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Differenzieren  wir  (2  a)  nach  t,  wobei  wir  der  Kürze  halber  (£z  ==  (£ 
setzen,  so  erhalten  wir: 

s ai) 2®  4^a  eg  _ i e2  i e2§r 

c et2  + c et  ~ r äret  (r*V  r e^et' 


Dabei  ist: 


1 SjPr  _ 1 62g 

r öcpt  ° r2  dy- 

i e . e2  . i eg 


e2® 


r Jet  (rV  ~ T et  + ei&  ^ _ c ' T ^ + c er2' 

Also  ist: 

_£_  02®  , 4 TZG  0@  _ J_  02@  1 0@  02(5 

c2  0t2  c 0t  r2  0cp2  ' r 0r  ' 0r2  * 

Um  Gleichung  (5)  in  bezug  auf  den  Zylinder  an  der  Stelle  (E,  Y})  zu 


(5) 


integrieren,  setzen  wir: 


. ( , oo 

= e in  V + c/  ^ Q cos  mcp, 


wobei  Q eine  Funktion  von  r = K(x  — ?)2+(y  — Y])2  allein  bedeutet. 
Fül  ren  wir  diesen  Ausdruck  für  @ in  Gleichung  (5)  ein,  so  erhalten  wir: 


d2Q 


m 


dr2  1 r dr 
Im  Außenraume  ist 


(6) 


k,  2 = 


ir 


Im  Innenraume  des  Zylinders  ist: 

1 2 n2£9  4 Tuina 

k2  - ^ 


4 7T 
"TT 


4 7t:2£0 


8 Tüia 

“sr* 


c2  X2 

Gleichung  (6)  ist  die  Besselsche  Differentialgleichung,  als  deren  all- 
gemeines Integral  wir  aus  Gründen,  die  in  der  Literatur1)  bereits  klar- 
gelegt sind,  ansetzen: 

b_  J„  (kr)  + am  Qm  (kr)  = 


m m 


wo 


Jm  (kr>  = 2T£rm 


bm  Jm  (kr)  + am  | Kra  (kr)  “ f Jm  (kr)  \ > <7) 

(kr)2  , (kr)4 


2 (2  m + 2)  2-4  (2m  + 2)  (2  m + 4) 


Km  (kr)  = Jm  <kr)  ln  Y - Ym  (kr) 


ist. 


i)  Vgl.  z.  B.  W.  v.  Ignatowsky:  Reflexion  elektromagnetischer  Wellen  an 

einem  Draht.  Ann.  d.  Phys.  18.  1905,  p.  522.  Anm.  gegen  Seitz. 
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Bezeichnen  wir  die  Werte  l^r  durch  px  — Außenraum  — , k2r  durch 
p2  — Innenraum  — , so  folgt  für  den  Außenraum : 


= e 


in  0+D 


0,oo 

s 

m 


ITC 


für  den  Innenraum 


= e 


in(t+D 


0,oo 

v 


bra  Jm  (Pi)  + am  ) Kra  <Pi)  ~ J Jm  <Pi 


_bm  Jm  (Pa)  + am  | Km  (P*)  <P»)  j 


cosm:p, 

(8a) 


cosmcp. 

(8  b) 

Die  Koeffizienten  sind  durch  die  Grenzbedingungen  bestimmbar. 

Es  ist1): 


Jm  ("2) 

Km  (7ti)  — j— (TT  Km  (Kl) 

2 i“1  _ *2  Jm  W , i n 

+ 2 ’ 


m 


Jm'  (n*)  k 


(9) 


- Jm'  ("1) 


Jra  («,)  k2  m 


wo  tcx  und  tc2  die  Werte  von  pt  und  p2  an  der  Zylinderoberfläche  sind. 
Für  m = 0 fällt  links  der  Faktor  2 fort.  Ferner  ist:  b0  = 1,  bm  = 2im, 
a > = 0.  Letzteres  ist  darin  begründet,  daß  im  Innenraume  des  Zylinders 
nur  Jm  brauchbar  ist,  da  es  dasjenige  Integral  ist,  das  für  r = 0 endlich 
bleibt. 

Beschränken  wir  uns  auf  die  Welle  im  Außenraume,  so  finden  wir: 


@ = e 


in  0 “t“  n)  r0,O°  \ 1 K ) 

' 2 am  Km  (pj—  -y  Jm  (Pi)(  cos  + Jo  <Pi) 

L m ^ ) 


Nun  ist2): 


l,oo 

+ s 2 im  Jm  (Pi)  COS  mcp 
m 

l,oo 


(10) 


e i x cos  9 = J0  (x)  + 2 2 im  Jm  (x)  cos  m cp. 

m 

Daraus  folgt: 

e = e n(t  + c)  jKm  (Pl)  - y Jm  (Pl)j  cos  mcp  + e^  coscp].(ll) 


1)  Vgl.  z.  B.  CI.  Schaefer  u.  F.  Großmann:  Untersuchungen  über  die  Beugung 
elektromagnetischer  Wellen  an  dielektrischen  Zylindern.  Ann.d.Phys.  31.  p.461.  1910. 

2)  Vgl.  Gray  and  Mathews:  A Treatise  on  Bessel  functions,  p.  18,  1895. 
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In  Gleichung  (11)  ist: 


1 "(•+!). 


e Pi  coscp  = e 


-0+!  + ^-s) 


n (* + 9 


= e ' - “ ' = e - 

(£'  ist  nach  Gleichung  (1)  die  einfallende  Welle.  Daher  ist  nach 
Gleichung  (11)  die  „reflektierte“  Welle: 


e = e 


* ■(*+!) 


- ]0,oo 
y 

Li 

m 


m 


i tz 


Km(Pi)—  Jm  (Pi)|  cos  m<p.  (12) 


m 


§ 3. 

Darstellung  der  Wirkung  eines  einzelnen  Zylinders  durch 
geeignete  Anordnung  von  Wechselströmen. 

Die  von  einem  Zylinder  „reflektierte“  Welle  setzt  sich  nach 
Gleichung  (12)  des  vorigen  Paragraphen  in  folgender  Weise  aus  einer 
Anzahl  Partialwellen  zusammen: 


e = e 


\ )cp 


n (t  + “)r 

C/  a0  Qo  (kir)  + %Ql  C0S  9 + ^2  COS  2 9 + . ‘ * 
Aus  den  Maxwellschen  Gleichungen  (2)  folgt  dann: 


(13a) 


= — ie 


^a0Q0'(k1r)  + aA  ' cos cp  + a2Q2'  cos 2 cp  + . (13b) 

Die  einzelnen  Glieder  sind  einer  einfachen  Deutung  fähig. 

Berücksichtigen  wir  nur  das  erste  Glied,  so  ist  in  leicht  verständlicher 
Bezeichnung: 

1 n (* + D 


e„  = e 


£)cp0  = — i a0  e 


»o  Qo  (k,  r). 
in(t+  c) 


Qo  (^1 r)- 


(14) 


Für  kleine  Argumente  — und  nur  solche  kommen  in  Betracht,  da 
die  Zylinder  nach  Voraussetzung  sehr  dicht  liegen  — ist: 


Qo'  = - > 


(?) 


kl  r 

■ ao  Mt+D 


(»s; 


ki  r 


Das  magnetische  Feld  in  der  Nähe  eines  Zylinders  ist  also  propor- 
tional-^; das  entspricht  aber  dem  Felde  eines  unendlich  langen  geradlinigen 
Stromes.  Die  Wirkung  unseres  Zylinders  ist  also  in  erster  Annäherung, 
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d.  h.  bei  Beschränkung  auf  das  erste  Glied,  durch  diejenige  eines  linearen 
geradlinigen  Wechselstromes  zu  ersetzen.  Die  Achse  des  Stron.es  liegt 
parallel  der  z-Achse.  Gans  und  Happel,  die  die  Beugung  an  einer  Kugel 
behandeln,  spalten  die  reflektierte  Welle  ebenfalls  in  einzelne  Glieder  auf. 
Das  erste  Glied  entspricht  bei  ihrem  Problem  dem  Felde  eines  Dipoles, 
dessen  Achse  parallel  der  z-Achse  liegt,  wenn  der  elektrische  Vektor 
parallel  der  z-Achse  gerichtet  ist. 

Betrachten  wir  das  zweite  Glied,  so  finden  wir: 


Ci  = e 


f)cpi  — — 


iu  (t  + 

C/a1  Qi  (k,  r)  cos  cp, 
: _ } " (‘  + c) 


(16) 


i a.  e 


(kj  r)  cos  cp.  b 


Für  kleine  Argumente  ist: 


Ql  u 2 v2 


1 

kx  ^r1 


n ' 1 (x  — g) 

Ql  cos  cp  = —--2 


+ £ & (I) 


k1  2 r2  r 


i«i  0 / I \ „in(*+  f) 


(17) 


Das 


Glied  ^ ^ zeigt,  daß  1)^  dem  Felde  zweier  Ströme  ent- 
spricht, die  um  das  feste  Stück  h gegeneinander  verschoben  sind,  wie  es 
die  Figur  2 zeigt. 

Fig.  2. 


Das  Feld  zweier  paralleler,  aber  entgegengesetzt  gerichteter  Ströme, 
deren  Querschnittsmittelpunkte  um  h gegeneinander  verschoben  sind,  ist 
nämlich  proportional 


wenn  wir  die  Differenz  nach  dem  Taylorschen  Lehrsätze  entwickeln  und 
beim  ersten  Gliede  abbrechen.  Wir  führen  also  die  zweite  Partialwelle 


10 


auf  einen  „Doppelstromu  zurück  und  erhalten  wieder  das  vollkommene 
Analogon  zu  den  Betrachtungen  von  Gans  und  Happel.  Bas  Feld  einer 
beugenden  Kugel  entspricht  nämlich  in  zweiter  Annäherung  dem  Felde 
eines  „Doppeldipoles“  mit  parallelen,  aber  entgegengesetzt  gerichteten 
Achsen. 


Betrachten  wir  das  dritte  Glied,  so  ist: 


e9  = e 


iD(t  + c)a2 


Q2  (kx  r)  cos  2 cp 


• 1 n (t  + ")  n Wlr 

cp.,  — iß  \ c/  a2  Q2  (kj  r 


fr* 

für  kleine  Argumente  ist: 

■ Q»'  (V)  = 


) cos  2 cp 


k,  3 r3  ’ 

— 4 

Q2'  (kj r)  cos  2 cp  = - -3—  3 (cos2  cp  — sin2  cp) 


4 (<%  — 5|2  _ (y  — t])2\ 

kx  3 r*  V r2  r2  / 


i-t 

CO 

rH 

r2 

I 

L© 

3 kt  3 V c 

)x2 

4 i a2  in 

(t  + 

3k!3® 

2 u 


0y‘ 


(18) 


(19) 


entspricht  dem  Felde  von  vier  Doppelströmen,  die  in  folgender  Weise 
angeordnet  sind: 

Fig.  3. 


Wir  haben  eine  zweimalige  Verschiebung,  sowohl  in  Richtung  der 
x-,  als  auch  der  y-Achse,  aber  wie  das  wechselnde  Vorzeichen  zeigt,  in 
beiden  Richtungen  in  entgegengesetztem  Sinne.  Für  einen  Doppelstrom 
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hatten  wir  das  Feld  h ^ gefunden.  Verschieben  wir  zwei  Doppel- 


ströme gegeneinander,  so  ist: 


S0  ( 

e ( 

1\  ! 

!ex  v 

r/x  + h 0x  V 

r/x  ( 

5!© 

0X2 


Das  Analoge  gilt  für  die  y-Richtung.  Damit  ist  die  obige  Deutung  von 
f)cp2  begründet.  Figur  (3)  ist  der  Deutlichkeit  halber  auseinandergezogen ; 
in  Wahrheit  sind  die  Verschiebungen  infinitesimal,  so  daß  sich  die  Quer- 
schnitte teilweise  überdecken. 


Die  Tatsache,  daß  wir  die  Wirkung  eines  einzelnen  Zylinders  auf 
elektromagnetische  Wellen  durch  diejenige  geeignet  angeordneter,  unendlich 
langer  Wechselströme  ersetzen  können,  gestattet  uns,  die  Polarisation  des 
vorliegenden  Mediums  zu  berechnen,  d.  h.  eines  Mediums,  in  das  Zylinder 
eingelagert  sind. 


§ 4. 

Der  Begriff  der  Polarisation. 

Die  Elektronentheorie  versteht  unter  der  Polarisation  eines  Mediums 
die  Vektorsumme  der  Momente  aller  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen 
Moleküle,  resp.  bei  einem  Problem,  wie  es  Planck  und  Gans  und  Happel 
behandeln,  die  Vektorsumme  der  Momente  aller  in  der  Volumeneinheit 
enthaltenen  Dipole.  Bei  unserem  Problem  treten  nun  an  Stelle  der  Dipole 
einzelne  Ströme,  Doppelströme,  oder  Aggregate  von  Doppelströmen  auf. 
Was  wir  als  Moment  dieser  Ströme  aufzufassen  haben,  ist  a priori  nicht 
ersichtlich,  wird  sich  aber  im  Laufe  der  Betrachtung  ergeben.  Da  die 
Zylinder  parallel  der  z-Achse  liegen,  und  durch  geradlinige  Ströme  in 
derselben  Richtung  ersetzt  werden  können,  so  weist  jede  Ebene,  die 
senkrecht  zu  den  Zylinderachsen  durch  das  Medium  gelegt  wird,  genau 
den  gleichen  Zustand  auf.  Es  wird  also  genügen,  wenn  wir  eine  dieser 
Ebenen,  die  xy-Ebene  betrachten;  sie  enthalte  pro  Flächeneinheit 
N Zylinderquerschnitte. 

Wir  hatten  in  Gleichung  (15)  gefunden,  daß  der  jedem  Zylinder 
äquivalente  Strom  in  erster  Annäherung  das  Magnetfeld  hervorruft: 


Ich  berechne  nun  den  diesem  Magnetfelde  äquivalenten  Strom  J durch  die 
Gleichung: 


wo  s die  Kontur  einer  mit  einem  Zylinderquerschnitt  konzentrischen 
Kreisfläche  ist. 
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Aus  Gleichung  (20)  folgt: 


c 


(•+!) 


(21) 


Da  ich  in  der  Flächeneinheit  N Strom querschnitte  habe,  so  ist  die 
„Strömung“,  d.  h.  der  Strom  durch  die  Flächeneinheit: 


j = N J. 


(22) 


Denken  wir  uns  diese  Strömung  hervorgerufen  durch  bewegte  Elektronen, 
so  ist  nach  einem  Satze  der  Elektronentheorie1): 


(23) 


p ö ist  der  Mittelwert  des  Produktes  aus  der  Dichte  der  Elektrizität  und 
der  Geschwindigkeit  der  den  Strom  .7  erzeugenden  Elektronen.  Dieser 
Mittelwert  ist  = der  zeitlichen  Ableitung  der  Polarisation.  Die  ganz 
allgemein  geltende  Gleichung  (23)  benutzen  wir  zur  Definition  der  Polari- 
sation in  unserem  Problem.  Wir  versehen  mit  dem  Index  0,  um  an- 
zudeuten, daß  *ß0  diejenige  Polarisation  ist,  die  durch  die  erste  der 
reflektierten  Partialwellen  hervorgerufen  wild. 

Da  nach  Gleichung  (23)  und  (21) 


ist,  so  ist  die  Polarisation  der  Volumen einheit,  die  der  ersten  Partial- 
welle entspricht: 


(24) 


Aus  Gleichung  24  geht  hervor,  daß  die  Polarisation  proportional  der 
erregenden  Welle  ist.  Ist  diese  (£'  oder  §',  so  ist  die  Polarisation: 


(24a) 


Laut  Definition  ist: 


% =Np0 


(26) 


d.  h.  — der  Vektorsumme  der  Momente  aller  eine  Flächeneinheit  durch- 
setzenden Einzelstrüme.  Wir  erhalten  also  aus  Gleichung  (24)  und  (25) 
für  das  Moment  eines  Einzelstromes  den  Wert: 


(26) 


!)  Vgl.  z.  B M.  Abraham:  Theorie  d.  Elektrizität,  II,  1905,  p.  258. 

2)  Um  mit  der  Bezeichnungsweise  der  Elektronentheorie  in  Einklang  zu 
bleiben,  bedeutet  hier  p die  Dichte  der  Elektrizität;  eine  Verwechselung  mit  dem 
Radius  p der  Zylinder  ist  wohl  ausgeschlossen.  Vergl.  auch  p.  14  u.  15. 
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Um  die  Polarisation  zu  finden,  die  dem  zweiten  Gliede  der  reflektierten 
Welle  entspricht,  müssen  wir  berücksichtigen,  daß  wir  es  mit  zwei  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Strömen  zu  tun  haben,  die  um  das  feste  Stück  h 
gegeneinander  verschoben  siud.  Es  tritt  daher  nach  der  Elektronen- 
theorie an  Stelle  von  p t)  der  Ausdruck1): 

S P o = (p  — (p  o)g  -I-  h = — g-|  (p  o)  1*. 

Wir  definieren  nun  folgendermaßen: 

^ h = j h = j', 

also  ist: 

(27) 


S p t)  = 

k 

(- 

der  Beziehung 

-11  ( L _ 

i'i 

^ ^ (Y2  rA 

c Vrj 

^2 

c V rx  r2  / 

f) 

r,  und  r2  sind  die  Entfernungen  des  Aufpunkten  von  den  Zentren  der 
beiden  kreisförmigen  Querschnitte,  die  dem  Doppelstrome  angehören. 
J ist  der  Strom,  der  einen  dieser  Querschnitte  durchfließt.  Da  die  Zentren 
nur  um  das  unendlich  kleine  Stück  h von  einander  entfernt  sind,  so  ist 


zu  setzen : rt  r2  = r 


Wir  erhalten  also: 


= h. 


2j  h _ 2 r 

V ~ c ■ r2  ~ er2* 


Aus  den  Maxwellschen  Gleichungen  (2)  finden  wir  für  f)  den  Wert: 


n l aj 
c kj  3 


Aus  (28)  und  (29)  folgt: 

J'  = 


n i 


2 kj 


1 " (* + !), 


(28) 


(29) 


(80) 


J'  ist  jetzt  der  dem  Magnetfelde  des  Doppelstromes  äquivalente  Strom. 
Die  Strömung  durch  die  Flächeneinheit,  die  wir  bei  Berücksichtigung  der 
zweiten  Partialwelle  erhalten,  ist: 

e /a  %\  e e 


P ö 


jL  /a  ö _ ^ 

_a?Ut )~  e?J  _ es 


*)  Ygl.  z.  B.  H.  A.  Lorentz:  The  Theory  of  Electrons.  1909,  p.  16  § 11. 
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Hieraus  geht  hervor: 


cß 

a 


!l  _ Na'  ni  e O+t)- 

t ~ 2 k,3  V C/ 


(31) 


Aus  Gleichung  (31)  erhalten  wir  durch  Integration  nach  der  Zeit  die 
Polarisation,  welche  der  zweiten  reflektierten  Partialwelle  entspricht: 


Na, 


n(t  + l) 


Für  ^3,  gilt  das  gleiche  wie  für  *ß0:  an  Stelle  von  e 

die  erregende  Welle  oder 

Na,  , Na,  , 

% = j-r1*  © oder  ^ 


(32) 

n (‘  + I)  tritt 


2 k, 


2 k,3 


(32  a) 


Aus  Gleichung  (32)  geht  hervor,  daß  als  Moment  eines  Doppelstromes 
zu  bezeichnen  ist: 


Pi  = 


et, 

2k? 


(33) 


Wir  beschränken  uns  auf  die  beiden  ersten  Glieder,  da  die  beiden 
Koeffizienten  am  der  unendlichen  Reihe,  die  die  reflektierte  Welle  darstellt, 
sehr  rasch  abnehmen.  Beispiele,  die  wir  später  anführen  werden,  zeigen, 
daß  in  gewissen  Fällen  bereits  a,  klein  von  höherer  Ordnung  wird. 


§ 5. 

Methode  der  Darstellung  der  elektrischen  und  magnetischen 

Kräfte. 

Wir  hatten  im  vorigen  Paragraphen  in  Gleichung  (24)  und  (32) 
gefunden: 


% = ; 


$ 


in(t+c), 


- ü?!_  e in(‘+|) 

1 Ol,  3 e X 


Na0 

2k,^ 


2 k, 


Ferner  ist 


- ß *) 


pö  = 


0t 


und  nach  einem  weiteren  Satze  der  Elektronentheorie:  2) 

p = — div 


(34) 


Hier  ist  p wieder  die  Dichte  der  Elektrizität. 

2)  Vgl.  M.  Abraham:  Theorie  der  Elektrizität  II,  § 28,  p.  259,  1905. 


div  wird  in  unserem  Falle  =0.  Also  ist: 

p = — div  ^3  = 0.  (35) 

Wir  berechnen  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  mit  Hilfe  des 
Vektor-  und  skalaren  Potentials. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  an  Stelle  der  Maxwellschen  Gleichungen 
die  Gleichungen  der  Elektronentheorie  ein:  l) 

1 0 (5  4 7T  pö 


rot  § = — 

C 0 t 


rot  @ = 


0J 

0 t 


(36) 


div  (£  = 4 p = 0 , c 

div§  = 0.  d 

Da  ein  Vektor  mit  verschwindender  Divergenz  stets  die  Rotation  eines 
anderen  Vektors  ist,  so  folgt  aus  (36  d)  in  bekannter  Weise,  daß  sich  § 
aus  einem  Vektorpotentiale  ableiten  läßt: 

§ = rot  3t. 

Aus  (36  b)  folgt  damit: 


rot 


(•+44?)-* 


(1  0 

(£  -j — — ist  ein  Vektor,  dessen  Rotation  verschwindet,  also 

ein  Potentialvektor,  der  = — grad  4 gesetzt  werden  kann,  wo  4 ein 
Skalar  ist.  Damit  gewinnen  wir  die  bekannte  Darstellung  der  elektrischen 
und  magnetischen  Kräfte  durch  das  skalare  und  Vektorpotential: 


re  a T 1 ö 31 

<$  = — grad  4 

c dt 

§ = rot  yi. 


(37) 


In  den  Gleichungen  (37)  ist  % offenbar  das  vektorielle,  4 das  skalare 
Potential,  zu  deren  Berechnung  aus  (36)  und  (37)  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen folgen: 


A T 1 02  4 — 

M-^e^  = -4*p=o, 

Aä  — 1 

C2  0 t2  C C 0t 


(38) 


i)  Vgl.  M.  Abraham,  1.  c.  p.  252. 
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Gleichung(38a)  ist,  weil  d i v = 0 ist,  die  homog ene  Wellengleichung. 
Da  ihre  Lösungen  für  uns  nicht  in  Betracht  kommen1),  so  können  wir  das 
skalare  Potential  ohne  Einschränkung  der  Allgemeinheit  stets  = 0 
setzen.  Es  gilt  also  hier  einfacher  für  die  Maxwellschen  Kräfte: 


® = — 


l_  021 

C 0t’ 


§ — rot  2L 


2t  ist  aus  Gleichung  (38b)  mit  Hilfe  der  früher  aufgestellten  Weite 
$0  und  und  zwar  unter  Anwendung  des  Greenschen  Satzes  zu  be- 

rechnen. Wir  kommen  darauf  im  nächsten  Paragraphen  zurück.  Für  die 
erregenden  Kräfte  Gsf  und  die  wir  in  § 1 definiert  haben,  lassen  sich 
dieselben  Überlegungen  anwenden.  Wir  leiten  auch  sie  von  einem  Vektor- 
potentiale ab,  das  wir  mit  21  bezeichnen,  und  erhalten  die  Gleichungen: 


& = — 


1_  021' 

C 0t’ 


= rot  21'. 


; (40) 

b j 


Um  den  Wert  von  21'  festzustellen,  bestimmen  wir  zunächst  das 
Potential  a,  aus  dem  die  von  einem  Einzelzylinder  reflektierte  Welle  sich 
herleiten  läßt. 


Berücksichtigen  wir  nur  das  erste  Glied,  so  ist: 
_,"■(>+!) 


(41  a) 

e0  — e v ' c / a0  Q0  (k,  r), 
und,  wenn  wir  die  Maxwellschen  Gleichungen  in  kartesischen  Koordinaten 
heranziehen : 


hr. 


in  (t  + ^ ) y — 
= i an  e V c / 


Q0'(ki  r)> 


7o  = i ao e 0 + 1)^ 


Nach  den  Gleichungen  (39)  ist: 


Qo'  (V)- 


1 0 af 


e°  “ c 0t  5 


»y„  = 


= _ H 

S 1 
0 a 


^X'°  ~ . 0t’ 


0 

0 X 


(41) 


(42) 


J)  Vgl.  z.  B.  H.  A,  Lorentz,  The  Theory  of  Electrons,  Ausführungen  auf  p.  18  ff. 
und  p.  238  ff. 
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Ein  Vergleich  von  (41)  und  (42)  ergibt  für  das  Vektorpotential  eines 
Zylinders,  soweit  es  vom  ersten  Gliede  abhängt: 

«0  =•  *j~  e 1 " 0 c ) Q0  (k,  r).  (43) 

Wir  geben  a0  den  Index  0,  um  anzudeuten,  daß  es  sich  auf  die  erste 
Partialwelle  bezieht. 


Ebenso  gilt  für  die  zweite  Partialwelle: 

1 0 0! 


?1  ~~  C 0t 
fh  = rot  Oj , 


wo 


ia.  i n (t  4-  — ^ _ 
h — e V c ) Q1  (kA  r) 


cos  cp 


_ LÜ  e ' " 0 + 4)  ■ (44) 

- k,  * C/  Ö5 

ist.  Der  Index  1 deutet  an,  daß  das  Vektorpotential  ist,  auf  das  sich 
die  zweite  Partialwelle  zurückführen  läßt. 


Aus  den  Potentialen  a0  und  at  leiten  wir  dgs  Vektorpotential 
aus  dem  die  erregenden  Kräfte  zu  bilden  sind,  mit  Hilfe  einer  Mittelwerts- 
betrachtung ab.  <]/  wird  = 0,  da  für  einen  einzelnen  Zylinder  das  skalare 
Potential  cj;  = 0 wird. 

21'  finden  wir  auf  folgende  Weise1):  Wir  legen  senkrecht  zu  der 
Achse  der  Zylinder  eine  Ebene  durch  das  Medium  und  haben  nun  in  dieser 
Ebene  sehr  viele  stromdurchflossene  Kreisflächen. 

Um  das  Zentrum  (5,  Yj)  einer  dieser  Kreisflächen,  für  die  wir  die 
erregende  Kraft  feststellen  wollen,  schlagen  wir  einen  Kreis  vom  Radius  lj, 
der  groß  gegen  den  mittleren  Abstand  zweier  Zylinder,  aber  klein  gegen 
die  Wellenlänge  ist.  Der  Raum  außerhalb  dieses  Kreises  kann  als  gleich- 
mäßig polarisiert  angesehen  werden.  Die  Einwirkung  der  innerhalb  dieser 
Kreisfläche  liegenden  Resonatoren  stellen  wir  in  folgender  Weise  fest : 
wir  schlagen  um  jeden  Resonatormittelpunkt  einen  Kreis  vom  Radius  ^ 
und  bringen  alle  diese  Kreisflächen  zur  Deckung.  Dann  entsteht  ein 
Kreisring,  dessen  innerer  Radius  R = dem  Radius  p eines  Resonators  ist, 
und  dessen  äußerer  Radius  = lj  ist.  Der  Kreisring  Wird  gleichmäßig 
polarisiert  sein,  und  zwar  wird  seine  Polarisation  pro  Flächeneinheit  — 
m sein,  wenn  in  der  Flächeneinheit  N stromdurchflossene  Kreisflächen 
liegen,  und  wir  m Kreisringe  überlagert  haben.  Da  wir  aber  wegen  der 

!)  Vergl.  die  Betrachtung  von  R.  Gans  und  H.  Happel.  Ann.  d.  Physik.  29, 
p.  286.  1909. 
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m fachen  Überlagerung  durch  m zu  dividieren  haben,  so  zeigt  auch  der 
Kreisring  zwischen  den  Radien  R und  \1  eine  gleichmäßige  Polarisation 
Wir  hatten  in  Gleichung  (21)  gefunden: 

_ a^n  in  (t  + 1) 

J - 2 kx  2 6 V c/- 
Dieser  Ausdruck  ist  nach  Gleichung  (26): 

T = 

et  ’ 

wo  p0  das  Moment  eines  Stromes  ist.  Nun  ist  nach  Gleichung  (43): 


Cln  — 


ki 


n (t  + Qo  (ki  r) 


= 4,  J Q» (ki  r)  = 4 ¥r  Q°' (ki  r)- 

Da  nun,  wie  die  Mittelwertsbetrachtung  ergeben  hat,  der  Raum 
außerhalb  eines  Zylinders  im  Mittel  eine  gleichmäßige  Polarisation  zeigt, 
sich  in  der  Flächeneinheit  aber  N Kreisflächen  befinden,  so  ist  die  Polari- 
sation der  Volumeneinheit: 

N d fto  d 

0t  ~ 0t’ 

also  pro  Volumenelement: 

ßfo 

0-t 


dF. 


Das  Vektorpotential  pro  Volumenelement  ist  daher: 

Integriert  man  von  R bis  oo,  so  erhält  man  das  Vektorpotential  21 0', 
aus  dem  sich  die  erregende  Welle  ableitet.  Es  ist: 

oo 

v = 4/44  Q»  dF 


R 


= NAjei"(tf!)o)(k,rMF. 

1 R 

Analog  finden  wir  für  das  Vektorpotential  2^': 

V - l"  (l+4)^|(k,  r)dP. 


(45) 


(46) 


Da  4*  und  <]/  = 0 sind,  so  unterscheiden  sich  die  Maxwellschen  und 
die  erregenden  Kräfte  nur  insofern,  als  sich  21  und  2F  unterscheiden. 


!)  Das  Volumenelement  dF  hat  die  Grundfläche  dF  und  die  Höhe  h = 1. 
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Es  wird  sich  jetzt  darum  handeln,  % zu  berechnen,  was  mit  Hilfe  des 
zweidimensionalen  Greenschen  Satzes  geschieht. 


§ 6- 

Lösung  der  zweidimensionalen  Gleichung  für  das  Vektor- 
potential 

a.  Mathematische  Hilfsbetrachtung:  der  zweidimensionale 
Greensche  Satz. 

Um  die  Gleichung  (38  b)  zu  lösen,  schreibe  ich  sie  in  Zylinder- 
koordinaten. Es  ist: 


U = 


1_  _8 
r a 


/ a ai\  , i a2  «i  , 

V 87/  + T'  + 


1 8 2 '21 

9: 


02  9l 
äz7 


Für  unendlich  lange  Zylinder  verschwinden  die  Differentiationen  nach  z. 
Es  ist  also: 


A '21 


1 0 / o '2t\ 1_ 

~ T 0 r V 0 r ) + r2 


a cp^ 


2 ’ 


so  daß  Gleichung  (38b)  die  Form  annimmt: 


1 JL 

r a r 


GSf) 


a2 

r 2 a?2 


i a2$r 


4 7T  p t)  (47) 


a g 


ich  löse  zunächst  die  homogene  Wellengleichung: 

i a2x  i a2x 


7.*7('Ü)^ 

und  setze  als  Lösung  an: 

in( 
X — e v 


r2  a cp 2 

+1) 

r»  / 


c2  a 


p= ° 


(48) 


c / Wm  (r)  cos  m cp. 

Setze  ich  diesen  Ausdruck  in  Gleichung  (48)  ein,  so  erhalte  ich  für 
W (r)  die  Besselscne  Differentialgleichung: 

2 


(49) 


W"  (k,  r)  + jU  W'  ik,  r)  + (l  - ~r2)  W(kir)  = 0, 

deren  Lösung  für  nach  außen  fortschreitende  Wellen  lautet: 

Wm  = Qm  (kj  r), 

so  daß  ich  erhalte: 

X = e 0"  c ) Qm  (kj  r)  cos  m cp. 

Ich  wähle  als  Hilfsfunktion  für  den  Greenschen  Satz: 

U = Q0  dH  r) 

und  stelle  für  U und  s2l  den  Greenschen  Satz  auf: 

yjüu  - U Af)  d,  - U “)  d .. 

Dabei  ist  t ein  zylindrischer  Raum  von  der  Höhe  h und  beliebiger  Grund- 
fläche F,  deren  Kontur  s ist.  Aus  diesem  Raume  schließe  ich  den  Punkt  P 

o* 


(50) 

(51) 
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(x  .==  g,  y ==  Tj)  durch  einen  Zylinder  von  der  gleichen  Höhe  h,  aber 
sehr  kleiner  kreisförmiger  Grundfläche  vom  Radius  R aus,  da  in  diesem 
Punkte  U = Q0  (kx  r)  unendlich  wird. 

Die  Oberfläche  des  Raumes  t ist  a,  die  des  Zylinders  um  P ist  S. 


Fig.  4. 


Für  den  übrigbleibenden  Raum  t*  nimmt  der  Greensche  Satz  dieForm  an : 


Die  Integrale  über  Grund-  und  Deckfläche  heben  einander  für  un- 
endlich abnehmende  h auf.  Es  kann  dann  gesetzt  werden: 

d t = h d F,  da  = hds,  d 2 = h d S , 
wo  F eine  beliebige  Fläche,  s ihre  Kontur,  S die  Kontur  der  Kreisfläche 
vom  Radius  R ist.  Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  Gleichung  (52)  ein 
und  dividieren  auf  beiden  Seiten  durch  h,  so  erhalten  wir  den  zwei- 
dimensionalen Greenschen  Satz: 


(53) 


b)  Die  Lösung  selbst. 

Wir  setzen  nun  in  Gleichung  (53)  den  Wert  von  U aus  Gleichung  (50)  ein: 

U = Q0  (ki  r). 


4ü_-L» 

r er 


(rS  = T8^(rkl  Q"'  r)) 

= y | ki  Qo'  Cki r)  + r ki 2 Qo"  (ki  r) 


— ki 2 Q0  (kx  r). 
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Der  letzte  Ausdruck  geht  ohne  weiteres  aus  der  Besselschen  Diffe- 
rentialgleichung hervor.  Gleichung  (53)  nimmt  jetzt  die  Form  an: 


—JQ o (ki 


2 2t  + A 81)  dF 

-ßr SQ- 


-/( 

Q, 


21 


ßOo 


821' 


ds 


(54 


0n  0 dn/ 

Ü®)  Rdiy . 

0R  /0  0R/ 

Wir  haben  in  dem  letzten  Integrale  die  Differentiation  nach  n durc 
eine  solche  nach  R ersetzt.  Es  tritt  dabei  das  negative  Vorzeichen  auf, 
weil  R der  positiven  Normale  entgegen  gerichtet  ist;  zugleich  haben  wir 
dS  = Rd^  gesetzt.  Wegen  der  Kleinheit  von  R darf  in  dem  letzten  In- 
tegrale für  Q0  der  Wert  für  kleine  Argumente  gesetzt  werden: 

= ln  yk^Ri’  d ~8R  = k*  = R ‘ 

Lassen  wir  nun  R nach  0 abnehmen,  so  verschwindet  der  zweite  Teil 

2 


des  letzten  Integrales  von  (54),  da  R stärker  = 0 wird,  als  ln 


unendlich  wird.  Der  erste  Teil  wird: 

2t  J ° dcp  = 2 Ti  2t . 

Dieses  Resultat  setzen  wir  in  Gleichung  (54)  ein  und  erhalten: 


ykiRi 


* ir 


„ * 

0n 


) 


ds.  (55) 


2 TZ 21  = —J Q0  (k,22l+  A81)  dF  — f(\ 

In  dieser  Gleichung  ist  noch  der  Klammerausdruck  (k2  2 2f  — J—  A 21) 
mit  Hilfe  der  Differentialgleichung  (38b)  auszudrücken: 

in  (l+  c) 

C * dt‘  C ' 

Wir  nehmen  auch  2t  als  periodisch  mit  der  Zeit  an  und  setzen: 


Dann  ist: 


(x,y)  e 
der 

- - in  (t  + 

2t  = 2t*  e V 1 c/ 


A 2t 


in(Y-[--)  n2  _ in(t  ) f(  . in(t  + -) 
*e  V +r^2l*e  ' c/=f(x,  y)  e V c/ ? 


A2l*  + V 2t*  = f (x,  y) 


A 2t  + kj 2 2t  = f (x,  y)  e 


in 


0+5=-4*p»= 


• 4 7i  05$ 

C 0t 


Setzen  wir  das  in  Gleichung  (55)  ein,  so  erhalten  wir: 

^ ,k> r)  dF  -ß '(*  ?>° _ Q°  £) ds-  (s6) 

Das  ist  im  wesentlichen  die  gesuchte  Gleichung,  die  2(  aus  der  Polari- 
sation zu  bestimmen  gestattet. 
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09$  — 

Für  den  in  der  Optik  meist  vorliegenden  Fall,  daß  = pt> 


nimmt  Gleichung  (56)  die  Form  an: 

2«i  _-/(*§ 


0”  s) 


0 ist, 


(57) 


Das  ist  aber  nichts  anderes  als  das  Kirchhoff-Huygenssehe  Prinzip  für 
ein  zweidimensionales  Problem1). 

Wir  lassen  nun  in  Gleichung  (57)  die  Kontur  s ins  Unendliche  rücken. 
Dann  nimmt  Q0  die  Form  an: 

i G - ‘■0 


Q. i ] 


: V 2 

7ikxr 


Qn  = — tt  Qn  enthält  den  Faktor  — ^ -L 
on  u dr  r Yr 


, wird  also  stärker  = 0, 


rdcp  unendlich  wird.  Wir  können  ferner  annehmen,  daß 


ÖK  . 


im  Unendlichen  von  höherer  Ordnung  verschwindet,  als  Yr 


als  ds 

aiS  = _ _ 

dn  0r 

unendlich  wird.  Das  zweite  Integral  in  Gleichung  (56)  liefert  also  keinen 
endlichen  Beitrag;  wir  erhalten  einfach: 

oo 
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= -f  3t  Qo  (kir)  dF- 


(58) 


Für  die  erste  Partialwelle  tritt  nach  Gleichung  (23)  an  Stelle  von 

a?_  - a?p0 


at  • 


pö 


wobei  p wieder  die  Dichte  der  Elektrizität  bedeutet,'  für  die  zweite  Partial- 
welle nach  Gleichung  (27) 


S pö  = — 


a2$t 

atag5 


so  daß  wir  für  die  der  ersten  und  zweiten  Partialwelle  entsprechenden 
Vektorpotentiale  der  Maxwellschen  Kräfte  folgende  Werte  erhalten: 


OG 


- 2 rS%  Q0  (k,r)  dF, 

^0_c  J 0t 


OG 


(59) 


‘=  |)Qo^V)dF.  b 


Bevor  wir  im  Gedankengange  der  Arbeit  weitergehen,  ist  es  zweck- 
mäßig, mit  diesen  zweidimensionalen  Ausdrücken  die  bekannten,  in  der 


*)  Vgl.  z.  B.  P.  Debye,  Ann.  d.  Phys.  30,  p.  759, 1909.  CI.  Schaefer  u.  F.  Reiche, 
Zur  Theorie  d.  Beugungsgitters,  Ann.  d.  Phys.  35,  p.  813,  1911. 
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Elektronentheorie  gewöhnlich  angewandten  dreidimensionalen  Ausdrücke 
zu  vergleichen.  Im  zweidimensionalen  Falle  ist  das  Vektorpolential  nach 
Gleichung  (58)  durch  ein  Integral  über  die  Polarisation  und  die  Besselsche 
Funktion  zweiter  Art  Q0  dargestellt.  Betrachten  wir  nun  die  Lösung  der 
dreidimensionalen  Gleichung: 


02st  a22i  ,a22t  i a22i 

2 ~r  0p-  “r  ^72  ^ 


0x2  0y2  0 z 

so  erhalten  wir  bekanntlich: 


c2  0t2 


4tü  0$ 

~c  aF  ’ 
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= -•  r 

AtzcJ 


/0^S 

\0  t 


di. 


r 

Das  ist,  weil  der  Ausdruck  ^ zu  der  Zeit  t — - genommen  werden 

muß,  ein  sog.  retardiertes  Potential,  das  für  kleine  Werte  von  r in  das 
Newtonsche  Potential  übergeht: 


(20. 


1 r 1 a 

= 0=  T %CJ  VlTt  dT- 


Unser  zweidimensionales  Potential  (59a)  nimmt  für  große  Argumente 
die  Form  an: 


% 


ckj  2J 

N^o 

. irr 

ki 

' tc  kx 

Na0 

1 I 

ki 

' -kx 

N*o 

.VT 

ki 

' TCk1’ 

(•u(l+!V5«iS~k'r) 

, <(»•+?-*+*)„ 

1 i (nt—  k,r)  i«  | 


dF 


V7  * 


i in  (‘-9  in 


dF 


(60) 


Das  Flächenpotential  nimmt  also  für  große  Argumente  ebenfalls  die 
Form  eines  retardierten  Potentiales  an;  für  sehr  kleine  Argumente  geht 
es  dagegen  zum  Unterschied  vom  Raumpotentiale  in  das  logarithmische 
Potential  über.  Es  ist  dann: 

2 


Qo  = ln 


Yk,n’ 


f - ? n-^dF. 

äo  — CJ  öi  Yki 11 


(61) 
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§ 7. 

Der  Wert  des  Vektorpotentiales  5t  für  die  erste  und  zweite 

Partialwelle. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  5t  und  5T  zu  vergleichen  und  auf  diese 
Weise  festzustellen,  inwiefern  sich  die  Maxwellschen  und  die  erregenden 
Kräfte  unterscheiden.  Wir  hatten  in  Gleichung  (59a)  gefunden: 

00  00  • (t  , 

lnV  + c) 


% 


2 rW o n , ,P  Nia0  r + 

-y  -5T0*  (k*r)dF  = lTJe  cyQ0(kir)dF, 

(-0  0 


und  in  Gleichung  (45): 

oo 


^0'  = lfT{  Qo  (kl  r)  d F = + c)  Q0  (ki  r)  d F. 

R 1 R 

Vergleichen  wir  die  beiden  Ausdrücke,  so  finden  wir: 

/ N i a0  [*  i n (i  + N i a0  /*  i nft  -f-  — , 

o = — jr-2  Je  V c / Q0  (kj  r)  d F e V c /Q0  (kj  r) 

1 o 1 o 

= 91°  — ^ c ) Qo  (kj r)  d F.  (6: 


dF 


Wir  rücken  e 


n (‘  + c ) 


heraus  und  ersetzen  darin  £ durch  seinen 
Mittelwert  x.  Aufpunkt  und  Mittelpunkt  der  Scheibe  vom  Radius  R sind 
wegen  der  Kleinheit  von  R so  nahe  aneinandergerückt,  daß  eine  Phasen- 
verschiebung nicht  in  Betracht  kommt,  also 


in0  +i)  = ein(t  + <r)  = 


ist.  Wir  erhalten: 


% ’ — — — 


^ein(t  + 9 ]fQ „(k,  r)  d 
0 

— N i a0  i n t — }-  — ^ /^In  — . d 
= -«°— -k-^e  A CV  T^n 


(63) 


Darin  ist  Q0  durch  seinen  Wert  für  kleine  Argumente  ersetzt,  was 
statthaft  ist,  weil  R sehr  klein  ist.  Der  Ausdruck: 

R 


/ 


ln  - , ~ dF  stellt  das  innere  Potential  einer  homogenen  Kreisfläche 
Tk,  r 1 
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dar1);  es  ist  also: 
R 


/ 


ln 


rki ri 


, dF  = 71 


R‘ 


R2  ln 


Yki  ‘ 


Das  setzen  wir  ein  und  erhalten: 


. (64) 


Damit  ist  für  die  erste  Partialwelle  die  Beziehung  zwischen  den 
Vektorpotentialen  210'  der  erregenden  und  210  der  Maxwellschen  Kräfte 
hergestellt.  Das  Gleiche  hat  jetzt  für  die  zweite  Partialwelle  zu  geschehen. 
Wir  hatten  in  Gleichung  (59b)  gefunden: 

oo 


und  in  Gleichung  (46): 

21/ 


o 

oo 


R 

Nun  ist  nach  Gleichung  (32): 


Daher  ist: 

$ 

Na, 

1 2 k,3 

i n ^t 
e 

+1). 

8% 

Na, 

i n 
n i 

Ni) 

0+1) 

0?  : 

“2k,3  ' 

2>a2f1  _ 

_ N a. 

n2  in 

N a. 

C 0 t 0 E, 

k 3 

Ki 

ve 

= " kT 

Das  setzen  wir  in  Gleichung  (59b)  ein  und  erhalten: 
oo 
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, = Ylfe  * h ^ + (kir)dF. 


(65) 


Andererseits  hatten  wir  in  Gleichung  (64)  für  einen  einzelnen  Zylinder 
gefunden : 

_ Ui  i n (t  -f  |)  0 Q, 

1 — 


i)  Vgl.  A.  Wangerin:  Theorie  d.  l’otentiales  u.  d.  Kugellunktionen.  L Bd.  1900, 

p.  142. 
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Nach  der  Mittelwertsbetrachtung  von  S.  17  und  18  ist  dann: 


(66) 


Die  Gleichung  (66)  zerlegen  wir: 


o 


dF4- 


N 


i/“*0+ö 


Qo  dF. 


(67) 


Ein  Vergleich  von  (65)  und  (67)  ergibt: 

ln  (t+  I)  Q0J  dF  = 0 

0 ' 

und  daraus  folgt: 

—J  jUe1"  0+  ^ ) Q0 1 d F = /^jein0+  ^Qo^F.  (68) 

0 R 

Wir  gehen  nun  auf  Gleichung  (46)  ein: 


Diese  Gleichung  zerlegen  wir  wieder: 


Auf  diese  Gleichung  wenden  wir  die  Gleichung  (68)  an  und  erhalten: 
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Nach  Gleichung  (65)  ist: 
R 


^^/V-O+c)  Qo  (k,  rj  d F + ein0  + c)  Q0  (k.  r) 

‘ o 1 R 

Vergleichen  wir  das  mit  Gleichung  (69),  so  erhalten  wir: 

R , p\  R 

Na 


d F. 


ai  C i n ~r  n /i  \ a i?  N i ( i n( t -f-  — ^ \ 

7Je  \ cj  Q0  (k,  r)  d F - V T c;Qo ) 

0 * o 

i-^/e,n(t+^)  Q0(klr)dF  + ^y’ein(t+|)  Q0  d F 
o 0 

-^/‘"('  + !)8^Q„dF 


es 


Q»dF 


0 

= «,  -^‘4  e‘  “ 0 + «VÄ(ln^Ti)  d F- 

0 

Beachten  wir,  daß  nach  Gleichung  (32)  und  (1): 

^ eiD  0 + I)  =2  ^ 

k ^ dx  kj J 

ist,  so  erhalten  wir  für  den  Wert1): 

2V  =31,  (x  — 5) 

= %.  + ®z' 71  (x  ~ (70) 

kl 

Für  das  dritte  Glied  lassen  sich  die  Potentiale  nicht  in  dieser  ein- 
fachen Weise  darstellen;  die  dann  auftretenden  Integrale  sind  nicht  mehr 
konvergent.  Es  ließe  sich  voraussichtlich  in  der  Weise  abhelfen,  daß  man 

bei  einem  derartig  großen  Werte  von  y- , der  die  Berücksichtigung  des 

A 

dritten  Gliedes  erfordert,  das  Feld  im  Innenraume  der  Zylinder,  das  hier 
nicht  berücksichtigt  zu  werden  brauchte,  noch  mit  in  Betracht  zieht;  doch 
muß  das  einer  besonderen  Untersuchung  Vorbehalten  bleiben. 


dF 


i)  Vergl.  die  analoge  Lösung  für  das  dreidimensionale  Problem  der  Kugel  bei 
M.  Abraham  und  A.  Föppl:  Theorie  d.  Elektrizität  I,  3.  Aufl.  p.  163  u.  164.  1907. 
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§ 8. 

Dielektrische  Verschiebung,  magnetische  Induktion, 
die  Maxwellschen  Kräfte,  die  erregenden  Kräfte. 

Wir  haben  im  § 7 die  Potentiale  5T,  aus  denen  sich  die  erregenden 
Kräfte  herleiten  lassen,  durch  die  Potentiale  51  ausgedrückt,  aus  denen  die 
Maxwellschen  Kräfte  ableitbar  sind.  Die  erregenden  und  die  Maxwellschen 
Kräfte  unterscheiden  sich  nun  insofern,  als  sich  5T  und  51  unterscheiden. 
Aus  den  Gleichungen  (39)  und  (40)  geht  hervor,  daß  (£'  und  ($  einerseits, 
£)'  und  § andererseits  in  folgender  Beziehung  stehen: 

®z'  ®z  = — (5f  — 51)  a j 

c 3t  } (71) 

§y'  §y  = roty  (51  51)  b J 

Bei  Berücksichtigung  des  ersten  Gliedes  ist  nach  Gleichung  (64): 


N i a0  Tt 


ki 


r,|i"(tt)  + 7 


4-  r*|  + R2 1 n 

.2  ) y kj  i 


Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  verschwindet,  ebenso  wie  seine 
Ableitung  nach  der  Zeit,  wegen  der  Kleinheit  von  R2  und  r2.  Für  die 
Dotation  gilt  folgendes: 

“ a ©-/ 


rot  y (Sto'-ao)i 


N i a0  7ü 


r2  +R2ln 


Tki  i 


3y 


N i a0  tu  . 

r-^-  (y  —7]) 

ki 

Beide  Ausdrücke  werden  = 0,  da  sowohl  R2  und  r2,  als  auch 
(y  — Y])  se^r  klein  sind.  Die  erregenden  Kräfte  sind  also,  wenn  wir  nur 
die  erste  Partialwelle  berücksichtigen: 

= (£z  a | 

(72) 

Wenn  wir  zwei  Glieder  berücksichtigen,  so  treten  an  Stelle  von 
5(0  und  5f0'  die  Summen  5l0  + ünd  5X0 ' — |—  5tx  Aus  Gleichung  (70) 
und  (71)  geht  hervor,  daß 

@z'  = ©z 

ist,  denn  wegen  der  Kleinheit  von  (x  — £)  ist: 

Nia,  _ ö®z' 

k/ 


a t 


o. 


Dagegen  verschwindet  die  Rotation  nicht.  Wir  erhalten: 
- % = r°ty  (C-äi)  = ©z'  * (X 


N i a,  ö ®z'  / 

TT  71  TT  (x  - 


kt2 

N i at 


öl 


* ©z'. 
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Der  erste  Ausdruck  wird  = 0;  es  bleibt: 

a N i a,  _ , 

% - Üy  = j^lT  IC  ©z  • 

Nun  ist: 

N 1 ai  * - _ 9 „ 8 

so  daß  wir  für  die  erregenden  Kräfte  bei  Berücksichtigung  von  zwei 
Gliedern  erhalten: 

= ©z  * a ) 

= % - 2j:  • b i (73> 

Wir  drücken  nun  die  dielektrische  Verschiebung  und  die  magnetische 
Induktion  durch  die  Maxwellschen  Kräfte  aus. 

Betrachten  wir  allein  die  erste  Partialwelle,  so  ist  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Elektronentheorie J) : 

die  dielektrische  Verschiebung  2)  = (£  -|-  4n  ^0,  a 

die  magnetische  Induktion  33  = £S.  b 


(74) 


Ziehen  wir  zwei  Glieder  heran,  so  sehen  wir  aus  den  Gleichungen  (73), 
daß  einer  magnetischen  Polarisation  entspricht;  andernfalls  wäre 

§y  = §y- 

Um  das  zu  beweisen,  erörtern  wir  folgendes  statische  Problem : Wir 
betrachten  ein  homogenes  magnetisches  Feld;  der  Vektor  £)  sei  parallel 
der  y-Achse  orientiert  Wir  nehmen  aus  diesem  Felde  einen  Zylinder 
vom  Radius  p,  der  parallel  der  z-Achse  gerichtet  ist,  heraus.  Das  Feld 
erfährt  eine  Änderung;  für  den  neuen  Vektor  den  wir  aus  dem  Potentiale  <E> 
ableiten,  gelten  die  Gleichungen: 


/0<Pa\ 

r = 00 

(tf) 

<pi 

= endlich 

Oi 

= <E>a  ) 

0<Pi 

= 0Oa  r = 

0n 

0n  \ 

A<P  = 0. 

Setzen  wir  <f>  = <P  (r)  cos  cp,  wo  der  Winkel  ist,  den  der  Radius- 
vektor mit  der  y-Achse  bildet,  so  lautet  die  letzte  Gleichung  in  Polar- 
koordinaten: 

d>"  (r)  + 1 d>'  (r) O (r)  = 0. 


r- 


Die  allgemeine  Lösung  ist: 


B 


® (r)  = Ar  + - 


i)  Vgl.  Abraham,  Theorie  der  Elektrizität  II,  p.  265,  1905. 
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Aus  den  Bedingungen  für  <D^  und  Oa  ergibt  sich: 

O-  = A-  r cos 

Ba  , 

cos  cp. 


®a  = (Aa  r + B^) 


Für  die  Konstanten  folgt  aus  den  Grenzbedingungen: 

&y , 

2t* 


Aa  — — % , 


Ai 


{X  + 1 


Daher  ist  <D; 


[X  -)-  1 


r cos 


~ 2 [X 

= -T+r  y ®y. 


8 Qi 
' 0y 


prqrr  % - (jTfi  - 0 % + %-  1 % + %• 


Das  können  wir  aber  schreiben: 

©y'  — -&y  + 2ti 

Es  ist  also  §y'  =J=  §y  nur,  wenn  |x  1 ist,  d.  h.,  wenn  eine 
magnetische  Polarisation  vorhanden  ist. 

Ähnlich  diesem  Problem  haben  wir  es  in  der  vorliegenden  Arbeit  mit 
so  kleinen  Zylinderquerschnitten  zu  tun,  daß  an  ihrer  Peripherie  noch 
keine  Phasenverschiebungen  zu  berücksichtigen  sind.  Das  berechtigt  uns 
zu  der  von  uns  angewandten  statischen  Behandlung  des  Problems. 


Aus  den  vorangegangenen  Erörterungen  .geht  hervor,  daß  wir  bei 
Berücksichtigung  zweier  Glieder  zu  folgendem  Resultat  geführt  werden: 


’S)  = @ + 4rc  $0, 


93  = § — 4 tu 


a$! 

0 x 


a 

b 


C'ö) 


Die  Aufspaltung  der  reflektierten  Welle  in  zwei  Glieder  läßt  sich  also 
so  deuten,  daß  das  erste  Glied  einer  elektrischen,  das  zweite  einer  magne- 
tischen Polarisation  entspricht. 

Setzen  wir  nun  nach  der  Maxwellschen  Theorie,  wenn  e und  [x  Mittel- 
werte der  Dielektrizitätskonstante  und  der  Permeabilität  unseres  Me- 
diums sind : 


(76) 


S)  = £ @ , a 

b 

so  zeigt  ein  Vergleich  mit  (74)  und  (75),  daß  die  erste  Partialwelle  eine  Ände- 
rung der  Dielektrizitätskonstante,  die  zweite  eine  Änderung  der  Permeabilität 
gegen  die  des  Vakuums  hervorruft. 
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Berücksichtigen  wir  zunächst  die  erste  Näherung  und  vergleichen  die 
Gleichungen  (74)  mit  den  Gleichungen  (72),  wobei  wir  den  Wert  für 
aus  der  Gleichung  (24)  einsetzen,  so  finden  wir: 

»e  = ® = « + 4«  <p0  = ® + — = @(i  + 2^2)a { (77) 

■jl  § = © = #.  1 1 b\ 

Berücksichtigen  wir  dazu  auch  die  zweite  Näherung  und  vergleichen 
Gleichung  (75)  mit  (73),  so  finden  wir: 

16=®  = ®(l  +2— 


(78a) 


(I  £ = » = 


4 Ti  3 


in  i Na,  , 

■V®*- 


Nach  den  Maxwellschen  Gleichungen  ist: 

®z  = $y  — § > 
da  §x'  = 0 ist.  Wir  erhalten  also: 

® = § - --^2  «>'• 


Nun  ist  nach  Gleichung  (73): 

2 71  0 


4?  — 

£> 


= § 


Also  ist: 


0 X 

w i tu  Naj  \ 

D (1  + -k?-J  = 

2 tc  i N at 

S3=§~- 


V 


i + 


i tu  N a, 


i 71  N 

V 


$ 


V 


(i  § = S3  = 


S‘-'-T 


i Ti  N aj  j 

IT 


1 + 


i tu  N ax  ( * 

^7 


(78b) 


Damit  sind  die  dielektrische  Verschiebung  und  die  magnetische 
Induktion  durch  die  Maxwellschen  Kräfte  ausgedrückt,  und  hieraus  ergeben 
sich  ohne  weiteres  Dielektrizitätskonstante,  Permeabilität,  Brechungs- 
exponent und  Extinktionskoeffizient  unseres  Mediums. 

§ 9. 

Dielektrizitätskonstante,  Permeabilität,  Brechungsexponent 
und  Extinktionskoeffizient. 

Bei  alleiniger  Berücksichtigung  des  ersten  Gliedes  ergibt  sich  aus 
den  Gleichungen  (77): 


£,,  = 1 + 

= 1. 


2 Ti  N a 


V 


o 

2 > 


(79> 
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Hieraus  finden  wir: 


/ • \ 9 . 2 tu  IS  a0 

(v„  — i */,)2  = e„  p„  = 1 H — i-?- 

ki 


(80) 


Setzen  wir:  a0  = a + i ß,  so  erhalten  wir: 

o 9 0 . , , 2 Ti  N a 2 71  N i ß 

v-  _ _ 2 , v * =.  i + __  + _ • 

und  hieraus  ergeben  sich  für  den  Brechungsexponenten  und  den  Extinktions- 
koeffizienten folgende  Werte: 


(81) 


= r- 1 (, 

Berücksichtigen  wir  zwei  Glieder,  was  im  allgemeinen  notwendig  ist, 
so  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (78): 

2 Tr  N aA 


1 + 
1 — 


kt  2 

i 7ü  N aj 


p = 


ki  2 


(82) 


1 


i Ti  N ax  ’ 


und  hieraus: 

(v, 


i Ti  N ax 


• N9  “ " ( y | 2 M ) kj 

" 1 V'")  — £"  I1"  ~ V + k,  2 / } i 7t  N a, 

(1+  lq2 


(83) 


Ist  die  Konzentration  sehr  gering,  d.  h.  N so  klein,  daß  quadratische 
Glieder  von  N vernachlässigt  werden  dürfen,  so  ist: 

2 i n N at 


(v„ 

Setzen  wir  wieder: 


V-n  = 1 — 

i *„)2  = 1 + 


ki 2 ’ 

2 tu  N a0  2 i 7i  N a, 


ki 


ki 


a0  = a + i ß, 
a,  = f + i 8, 

so  nehmen  der  Brechungsexponent  und  der  Extinktionskoeffizient  folgende 
Form  an: 


BO  + -^[«+*])+TK‘  «I 

\—\  ('  +^¥(« +«])  + f i ('  +^?[» + *))’+  ^It- M*  0>)' 


(84) 
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§ 10. 

Die  elektrische  Kraft  ist  senkrecht  zur  Zylinderachse. 
Dieser  Fall  ist  das  vollständige  Analagon  des  ersten.  Die  Gleichung 
der  einfallenden  Welle  lautet  jetzt: 

£z'  = ein(t+^ 

und  die  Maxwellschen  Gleichungen  nehmen  die  Form  an : 


(85) 


und: 


£0@r  4 tz  g „ ..  1 ^ z 

— q r~  “r  @ r = - -Tr — , 

cot  c r 0 cp 

£ ^ ® 9 4 na 

clT  + “T~®cP  = ~"0T’ 
i 3£z  i a / Ä , i0Cr 
c 0 t — r 0 r (r  ® v)  + r 0 cp 

Dazu  kommen  die  Grenzbedingungen : 

(©  z)x  = ($  z)2 , 
cp)1  = (@  cp)2  , 


(86) 


($z)r  = oo  = ein(t+g< 

Wir  benutzen  Gleichung  (86a).  Um  sie  zu  lösen,  setzen  wir: 

@r  = Peint, 


(87) 


(88) 


Dann  ist: 
0®m 


®cp  = ® e 


i n t 


^ = in£-a»eiut  + i^<£eint  = - ^ 

c 0 t 1 c v c c er 

i-®eiBt(i„.  + 4*o)  = '-^-*, 
c er 


1>eint 


0 § 


i n £ 


4 7t  g 0 r 


(89  a) 


Ebenso  ist: 

£ 0 @ r , 4 7i  a 


c 0 t 


Pe 


c 

int 


= ULS  Peint  + 


1 <*£ 


c 

= @r  = r 


4 7rq  Peint  

1 C r>  } 

c r dtp 


1 


(89  b) 


i n £ + 4 7ü  a r 0c p ’ 

Die  Ausdrücke  (89a)  und  (89b)  setzen  wir  in  (86c)  ein  und  erhalten: 
1 0£>Z  c 0 / ®£z\  . c 22§z 


C 0 t 


r(in£  + 4rca  0r 


(’-w) 


r2(in£-f-  4 tzg)  0<p2 
3 


(90 
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Wir  setzen  nun: 


i n -j-  ~ \ oo 

= e c'  2 Qm  cos  m cp 


und  führen  diesen  Wert  in  Gleichung  (90)  ein.  Wir  erhalten  wieder  die 
Besselsche  Differentialgleichung : 

1 ^ /n2  e 4 tu  a i n m2' 

+ V c2  “ “V2  ? 

k2“ 


dr2 


+ - 


r d r 


£)«*  = 0.  (91, 


Für  die  zu  benutzenden  Integrale  gelten  dieselben  Erörterungen,  wie 
wir  sie  im  ersten  Falle  durchgeführt  haben.  Die  Lösung  ist: 

im  Außenraume: 

in(^t -{- -^0,00  r ( ;r  \-i 

£1  = « C'  2 l^m  (Pi)  "t"  dm  I (Pi)  608  m(?’  (92a) 


in(t+  IV 

& = e V 


im  Innenraume: 


2°  [V  Jmfe)  + dm'  | Km  (P.)  ~ y Jm(P2)| 


cos  m<p>.  (92b) 


Die  Koeffizienten  sind: 

d'm  = 0;  <o  = 1;  fm  = 2i“; 


m 


k ’^m  ^2) 

3i» 


m 


(rY  k. 

Jra  ("1)  r,_  , - ir  V K) 


[ 7t 

Y 


(93) 


Jm  ("2)  ki  m 


Die  Bedeutung  von  plf  p2,  tz1}  ist  aus  § 2 zu  entnehmen. 

Es  vertauschen  sich  alle  Beziehungen  für  @ und  § im  Vergleich  zu 
dem  Falle,  daß  die  elektrische  Kraft  parallel  zur  Zylinderachse  ist.  Die 
von  einem  Zylinder  reflektierte  Welle  ist  jetzt: 


Dabei  ist: 


f)  = e 

in  (t  + |) 


nO+D°ff. 


S dm  Qm  cos  m V- 


m 


— -yz 


(94) 


-gy 
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im  Punkte  £ = x.  Setzen  wir  wieder: 


*»  = e 


11  0 + c) 


N d( 
2 kx 


§z » 


= 


N<1,  in(t+|) 


(95) 


_ Nd.  (g  < 

- _ 2 V ®7’ 


2 k!3 

so  erhalten  wir  diesmal  bei  Berücksichtigung  eines  Gliedes  für  die  dielek- 
trische Verschiebung  und  die  magnetische  Induktion  die  Gleichungen: 

33  = £ + 4 Ti  $0,  a 

$ = @,  b 

und  für  die  erregenden  Kräfte: 

a 
b 

Berücksichtigen  wir  zwei  Glieder,  so  erhalten  wir  die  Beziehungen: 

33  = £ + 4 7ü$0,  a ) 


(96) 

(97) 


und: 


2)  = (£  + 4 


§ — 

r = (5  + 2 TU 


Ö?1 


8$1 
0 X * 


b i 


(98) 


(99) 


Setzen  wir  in  (96)  den  Wert  für  iß0  ein,  und  vergleichen  (96)  mit  (97), 
erhalten  wir  für  das  erste  Glied: 

„ ~ ( + , 2^Nd0\ 

» — $(!  + — £1— ) > a 

b 


(100) 


% = e. 

Setzen  wir  in  (98)  den  Wert  für  *ß0  und  ein,  und  vergleichen 
mit  (99),  so  erhalten  wir  folgende  Beziehungen: 


-•o+m*). 

V + ’W 


33 


(101) 


Aus  den  Gleichungen  (100)  und  (101)  ergeben  sich  für  die  Dielektrizitäts- 
konstante und  die  Permeabilität  folgende  Werte:  bei  Berücksichtigung  einer 
Partialwelle  ist 

e,=  1,  al 

_^=l+2TCNd0  ul  002) 


kl2  * 

Daraus  folgt  der  komplexe  Brechungsexponent: 


(v,  - ix, ) 


l±  1*2  = 1 


2;iNd( 


(103) 


3* 
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Bei  Berücksichtigung  zweier  Partialwellen  ist: 

i7iNd1 

ki2 


1 


1 4- 


^ = 1 


iTüNdj  ’ 

2;iNd0 


(104) 


und  daraus  folgt  für  den  Brechungsexponenten  und  Extinktionskoeffi- 
zienten : 

ijuNdj 


(v_,  — ‘rAj)  = £/  ^ = 1 


2tcN(J0 


1 — 


V 


K ä y)1  ! iitNd,  • 

ki 


(105) 


§ n. 

Allgemeines  Resultat. 

Die  Resultate  aus  § 9 und  § 10  zeigen  folgendes: 

1.  Ein  Medium,  in  das  zylindrische  Hindernisse  von  unendlicher 
Länge  eingelagert  sind,  ist  doppelbrechend.  Die  Dielektrizitätskonstante 
und  die  Permeabilität  sind  verschieden,  je  nachdem  der  elektrische  Vektor 
parallel  oder  senkrecht  zu  der  Achse  der  Zylinder  gerichtet  ist.  Wichtig 
ist,  daß  auch  die  Permeabilität  einen  von  1 verschiedenen  Wert  annehmen 
kann,  obwohl  die  eingelagerten  Hindernisse  selbst  nicht  magnetisierbar  zu 
sein  brauchen.  Das  gilt  natürlich  nicht  für  statische  Zustände;  für  X = oo 
wird  [1  = 1.  Mit  der  Dielektrizitätskonstante  und  der  Permeabilität  ändert 
sich  auch  der  komplexe  Brechungsexponent  (v  — iz);  v und  x sind  je 
nach  der  Polarisation  der  das  Medium  durchsetzenden  Welle  verschieden. 

2.  Außer  der  Doppelbrechung  weist  das  Medium  Pleochroismus  auf, 
wie  aus  folgendem  hervorgeht:  aus  den  Konstanten  a0,  a1?  d0,  dx  lassen 
sich  die  Eigenschwingungen  eines  Zylinders  berechnen1);  sie  liegen  bei 
derjenigen  Wellenlänge,  für  welche  der  reelle  Teil  des  Nenners  von  a0, 
ax,  d0,  dx  verschwindet,  wobei  diese  Koeffizienten  aus  den  Gleichungen  (9) 
und  (93)  auszudrücken  sind.  Die  allgemeinen  Gleichungen  zeigen,  daß 
die  Eigenschwingungen  im  parallelen  und  senkrechten  Fall  bei  verschiedenen 
Werten  von  X auftreten,  was  die  später  angeführten  Zahlenbeispiele  be- 
stätigen werden.  Folglich  weicht  auch  die  Lage  der  Absorptionsmaxima 
in  beiden  Fällen  von  einander  ab;  das  ist  aber  gerade  die  Tatsache,  die 
den  Pleochroismus  charakterisiert. 


i)  Vgl.  CI.  Schaefer  und  F.  Grossmann:  Untersuchungen  über  die  Beugung 
elektromagnetischer  Wellen  an  dielektrischen  Zylindern.  Annalen  der  Physik  31, 

1910,  p.  455. 
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§ 12. 

Spezialfälle. 

Die  Wien  er  sehen  Formeln  der  Stäbchendoppelbrechung. 

Die  Tatsache,  daß  in  den  Konstanten  a0,  a15  d0,  d2  die  Materialwerl e 
stecken,  benutzen  wir,  um.  die  aufgestellte  Theorie  auf  Einzelfälle  zu 
spezialisieren  und  dadurch  Gelegenheit  für  eine  spätere  experimentelle 
Kontrolle  zu  geben.  Für  dielektrische  Zylinder  z.  B.  und  kleine  Werte 
P 

von  ^ gehen  unsere  Endformeln  über  in  die  Wienerschen  Formeln  der 

Stäbchendoppelbrechung,  die  mehrfach  experimentell  bestätigt  worden 
sind1). 

Wir  hatten  in  Gleichung  (82)  gefunden: 

27iNanc2 * 


1 + 


1 — 


n4 

ircNajC2 

n2 


. DüNajC2 
n2 


Das  umgebende  Medium  ist  hier  das  Vakuum.  Für  ein  beliebiges 
anderes  Medium  mit  der  Dielektrizitätskonstante  tritt  an  Stelle  von  c 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  v,  so  daß  wir  erhalten: 


£ - 


£i  + 


27iNa0v2 


1 — 


ircNaj  v: 


(106) 


K = 


i7iNax  v2 


J 


Nun  lauten  die  Koeffizienten  für  dielektrische  Zylinder  und  so  kleine  Werte 

p 

von  daß  bereits  vierte  Potenzen  zu  vernachlässigen  sind2): 

ax  = 0, 

2?c2p2  ■ 

Q k _ 


X2 


(e.  “ 1), 


wobei  e2  die  Dielektrizitätskonstante  der  Zylinder  ist.  Für  ein  beliebiges 
umgebendes  Medium  ist: 


_ 2n2P2  / x n2p2 

a°  ^ (£2  £l)  -)y2  ^£2 


£l)* 


*)  E.  Ficker:  Experimentelle  Untersuchungen  über  die  Dielektrizitätskonstante 
von  Gemischen,  Ann.  d.  Phys.  31,  1910,  p.  365. 

2)  Vgl.  CI.  Schaefer  u.  F.  Reiche:  Zur  Theorie  des  Beugungsgitters.  Ann.  d. 

Phys.  35,  1911,  p.  828. 
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Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (106)  ein,  so  erhalten  wir: 

+ "P2N  (e2  — Sl). 

tz  p2  N = F ist  gleich  der  Fläche,  die  N Zylinderquerschnitte  in  der 
Flächeneinheit  einnehmen. 

s„  = et  + F e2  — F et 

= F h + (1  — F)  £i 

= e2  + °i  ei*  (107) 

Das  ist  aber  die  Wienersche  Formel  der  Stäbchendoppelbrechung  für 
den  Fall,  daß  die  elektrische  Kraft  parallel  der  Achse  der  Stäbchen 
gerichtet  ist1). 

Wir  hatten  ferner  unter  Gleichung  (104)  gefunden: 


1 


s , = 


i re  Ndj  c2 

“n1 


1 -f-  1 tc  Ndx  c2 


oder  für  ein  beliebiges  umgebendes  Medium  von  der  Dielektrizitäts- 
konstante Ej : 

2 7i  Nd0  v2 


p,_, — 1 -j- 


i Ti  Ndi  v: 


£ / = £i 


1 + 


i tu  Ndj  v2 


(108) 


Die  Koeffizienten  sind,  wenn  das  umgebende  Medium  das  Vakuum  ist2): 

So  —1 


d0  = 0 


*—(*-?) 


£2  + 1 


Hat  das  umgebende  Medium  die  Dielektrizitätskonstante  et,  so  ist: 

d,  = i C^T)  = lJL 

U'  / E,+£  1 ▼ 


2p2  £2  — £j 


% + El 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (108b)  ein,  so  erhalten  wir: 


1 Nrcp 


2 &2 


= e, 


£2  + £1 


1 N7Up! 


£2  + £1 


!)  Vgl.  Otto  Wiener:  Zur  Theorie  der  Stäbchendoppelbrechung.  Bericht  über 
die  Verhandl.  der  Königl.  sächs.  Akademie  der  Wissenschaften.  Math.  phys. 
Klasse,  61,  1909,  p.  113, 

Otto  Wiener,  1.  c.  62,  1910,  p.  263. 

2)  Vgl.  CI.  Schaefer  und  F.  Reiche,  1.  c.  p.  828. 
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e,  - Pe, 


s, 


h + £i 


— h + ei  F £ ' 


£l  =F 


Zo  — £,  /_ 


e2  + e: 


i (*•*  + v 


(109) 


Damit  ist  auch  die  zweite  Wienersche  Formel  gewonnen1). 

Wir  haben  hierzu  noch  zwei  Bemerkungen  zu  machen;  die  erste  be- 
zieht sich  auf  den  Gültigkeitsbereich  der  Wienerschen  Formeln.  Wie  aus 
dem  Vorangegangenen  hervorgeht,  lassen  sie  sich  nur  unter  gewissen 
Einschränkungen,  d.  h.  für  elektrostatische  oder  wenigstens  sehr  langsam 
veränderliche  Zustände  anwenden,  nicht  aber  allgemein  auch  für  optische 
Verhältnisse,  wie  es  Wiener  an  einer  Stelle  irrtümlich  behauptet2).  Für 
derartige  Vorgänge  haben  vielmehr  die  allgemeinen  Formeln  (83)  und 
(105)  einzutreten. 


Zweitens  wollen  wir  die  Beziehung  der  Wienerschen  Formeln  zu  der 
Clausius-Mossottischen  Formel  und  zum  Laplaceschen  Ausdruck  hersteilen. 
Setzen  wir  in  (109)  = 1,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 


£ , — 1 


= F.  Const. 


£j_  + 1 

Da  F = N p 2 7i,  also  proportional  der  Anzahl  der  in  der  Flächeneinheit 


enthaltenen  Zylinderquerschnitte  ist,  so  ist  es  proportional  der  Dichte  d; 
wir  können  also  schreiben: 

- - C' 

d i^+  1 ~ (110) 

Das  ist  aber  das  Analogon  zu  der  Clausius-Mossottischen  Formel  für  einen 
aus  Kugeln  bestehenden  Mischkörper3).  Etwas  Ähnliches  erhalten  wir, 
wenn  wir  die  für  den  parallelen  Fall  geltende  Gleichung  (107)  benutzen 
und  darin  e,  = 1 setzen.  Wir  finden: 

s„  — 1 = F (e2  — 1). 

Das  ist  aber  aus  den  eben  angeführten  Gründen: 

g»  - i = (ui) 


Damit  ist  das  zweidimensionale  Analogon  des  Laplaceschen  Ausdruckes 
gewonnen4). 


J)  Vgl.  Otto  Wiener,  1.  e. 

2)  Vgl.  Otto  Wiener,  1.  c.  61,  1909,  p.  115. 

3)  Vgl.  H.  A.  Lorentz,  The  Theory  of  Electrons,  p.  145. 

4)  Vgl.  H.  A.  Lorentz.  1.  c.  p.  144.  Gl.  213. 
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§ 13. 

Analogon  zu  der  Rayleighschen  Theorie  des  Himmelsblaus1). 

Rayleigh  hat  in  seiner  unten  zitierten  Arbeit  gezeigt,  daß  in  einem 
Medium,  in  dem  kugelförmige  nichtleitende  Partikel  suspendiert  sind,  eine 
Extinktion  vorliegt,  die  umgekehrt  proportional  der  vierten  Potenz  der 
Wellenlänge  ist,  was  seiner  bekannten  Theorie  des  Himmelsblaus  zugrunde 
liegt.  Planck2)  hat  nun  nachgewiesen,  daß  für  große  Wellenlängen  aus 
seiner  im  Eingang  charakterisierten  Theorie  der  Dispersion  und  Absorption 
trotz  des  verschiedenen  Ausgangspunktes  im  wesentlichen  das  Rayleighsche 
Gesetz  folgt.  Etwas  Analoges  zu  dieser  Rayleighschen  Extinktion  muß 
auch  in  unserem  zweidimensionalen  Falle  stattfmden. 

Zur  Ableitung  dieser  Formeln  gehen  wir  nunmehr  über,  und  zwar 
behandeln  wir  zunächst  den  Fall,  daß  die  in  das  Vakuum  eingelagerten 
Zylinder  dielekrisch  seien.  Wir  werden  aber  auch  nachweisen,  daß  die- 
selben Überlegungen  für  den  Fall  leitender  Zylinder  gelten;  das  läßt  sich 
ja  auch  bereits  auf  Grund  der  Tatsache  vermuten,  daß  die  Plancksche 
Theorie,  trotzdem  sie  von  Hertzschen  Dipolen  ausgeht,  zu  demselben 
Resultat  kommt,  wie  die  Rayleighsche  Theorie,  die  von  nichtleitenden  Kugeln 
ausgelit. 

Wir  betrachten  im  folgenden  nur  Wellenlängen  in  großer  Entfernung 
von  der  Eigenschwingung. 


I.  Die  Zylinder  seien  di  elektrisch, 
a)  (£  sei  paralell  der  Zylinderachse. 


Wir  wählen  ---sehr  klein,  dann  ist  der  zweite  Koeffizient  ax  gegen 
A 

den  ersten  a0  zu  vernachlässigen.  Der  komplexe  Rrechungsexponent  ist 
nach  Gleichung  (93),  wobei  a1  = 0 gesetzt  ist: 

, + 1**^  (U2) 


(v, 


*„)2  — 


a0  berechnen  wir  nach  der  Formel  (9): 


ki  R ' (n  ) J°  K (tz  ) 

k2K°  (7Ci)  j0  {tz2)k°  (TCi) 


J0  K) 


Jq  (^2)  kl 


Jo  (^2) 


H - e Jo'  (%) 


1 TU 

T 


zunächst  bis  auf  sechste  Potenzen  genau,  um  einen  Überblick  über  die 
später  vorzunehmenden  Vernachlässigungen  zu  gewinnen.  Es  ist: 


1)  Lord  Rayleigh:  On  the  Transmission  of  Light  trough  an  Atmosphere 
containing  small  particles,  and  on  the  origin  of  the  Blue  of  the  Sky.  Phil.  Mag.  47, 
p.  375,  1899. 

2)  M.  Planck,  Über  die  Extinktion  des  Lichtes  in  einen  optisch  homogenen 
Medium  von  normaler  Dispersion.  Berliner  Sitzungsber.  22,  1904,  p.  740. 
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2 tc  p 2 • tc  p V e2 

1 TC4  p4  1 TC6  p6 


k, 

k» 


1 

Vz 


TC2  p2 

Jo  ) = 1 p h 4 x* 

1 ' , 1 _ IX  p 1 TT3  p3 

J° ;(%)  — xT  + 2~ 


J0  (%) 


, - ) _ • Kp^h  , i xx3  p3  Ksä 

J»  (7tl)  x + ä — T3^ 


36  X6 

1 TC5  p5 

TI  “x3“  ‘ 


1 7t7  p7 

5iT=-'» 


1 tu5  p5  V e. 


— 5 


12 


X5 


1 144 

/ TC  2 P 2 

K„  1*,)  = (l jf-  + 


1 7X7  p’K  7 

X1 


— = - J,  (*,), 

1 TC4  p4  1 TC6  p6 


X 


4 X4 


J-)  ln  — 

ö6  Xb  / tc  p y 


+ ü 


3 TC4  p‘ 


8 X4 
X 


216  X6  ’ 

1 TC3  p3 


K0'  .(*,)  = - Kj  (^Xj)  = ln  — (-^  + g 


+ 


1 TC7  p7^  X 7C  p 

144  “X 


P *\  A TC 

7 / 2 TC  0 X 


2 X3 

0 TC3  p 

8 “X 


TC2  p2 


1 TC5  p5 

TI  X5 


3 ^3  5 TC5  p5 


36  X5  ' 


Setzen  wir  diese  Reihen  in  den  Ausdruck  für  — ein,  so  erhalten  wir: 


a0  = 4 ln  • — 4-  (h  — 1)  |(®i  — 1)  — (6j 


1) 


TC2  p2 

"X2" 


TC2  p2 


+ 2 (■*  - 1)  "X 


TC4  04 

"TT“  (3  £2  2 4 £2  + 1) 


(113) 


Wir  wählen  nun  das  Verhältnis  ^ so  klein,  daß  wir  in  dem  reellen  Teile 

X 

p 

von  a^  nur  Quadrate,  in  dem  imaginären  nur  die  vierte  Potenz  von  , 
zu  berücksichtigen  brauchen.  Dann  ist  hinreichend  genau: 

<jr 2 q 2 fr 4 q4 

a0  = 2 (s2  — 1)  -jf  — 2 i 71  (%  — l)2,  (114) 


, • is_,  , 2 Jt  N a0  X2 

(V„  — 1 >c„)2=  H ^-2  — 


TC2  p2 


= 1 + ? 2 (£*  _ 1}  T 


— 2 i ix  (h  — !)2|. 
v„2  — *„2  = 1 + N K p2  (e2  - 1), 

fr. 


(115) 


(116) 
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Vernachlässigen  wir  in  Gleichung  (116  a)  x gegen  v,  was  weit  außer- 
halb des  Absorptionsstreifens  geschehen  kann,  so  erhalten  wir: 

v,,2  — 1 = jt  N p2  (gj,  — 1), 


1 


(•*  - l)2  = 


n N p2 

(v,,2  - 1): 


(117) 


7t2  N2  p4  ’ 

Nun  ist  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (116  b)  mkD(117): 


N 7t4  p4 
2 X2 


v„  x„  = 


<•*  “ 1)2  = 2X^5  <v»* 


1): 


Es  ist  ferner: 


7Z‘ 

*"  = 2l*N 


e = e0  e 


(y,,2  - 1)1 

v„ 

■2  n x d 

IT’ 


(118) 


wo  d die  Dicke  einer  von  der  Störung  durchlaufenen  Schicht  ist.  Daraus 
folgt  für  die  Energie: 

— 4 re  x d . _ 

— h d, 


($2=  (5  2 e 


X = (S  2 e 


(H9) 


wo  h der  Bezeichnung  von  Lord  Rayleigh  entspricht.  Aus  Gleichung 
(119)  folgt: 


h. 


4 71  X, 


2 7C3  (v„2  - 1); 


X NX3  v„ 

Wir  führen  zum  Vergleich  den  Rayleighschen  Wert  an: 
h_  32  Ti3  (v2— l)2 


(120) 


3 N X4  v2  * 

Der  Unterschied  beider  Formeln  besteht,  abgesehen  von  einer 
Konstanten  darin,  daß  im  dreidimensionalen  Falle  die  Absorption  der 
vierten  Potenz  der  Wellenlänge,  im  zweidimensionalen  Falle  der  dritten 
Potenz  der  Wellenlänge  umgekehrt  proportional  ist. 

b)  (£  sei  senkrecht  zu  der  Zylinderachse. 

Für  kleines  ? ist  jetzt  der  erste  Koeffizient  gegen  den  zweiten  zu 
A 

vernachlässigen.  Der  komplexe  Brechungsexponent  nimmt  nach  Gleichung 
(105)  die  Form  an: 


1 


Ti  N d1  c‘ 


(Yz 


i x,)! 


1 + 


i 7T  N dj  c 


Wir  berechnen  dj  nach  der  Formel  (93) : 
k 
k 


2i 

dT 


k 9 . J, ' (tt2)  t_ 

Kj  (7t.)  - J--  K,  (TT,) 


Ji  (*i>  j1  ^ 'V  ("i) 

J1  (TCg)  kl 


2* 


1 71 

T 


(121) 
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Wir  benutzen  die  auf  pg.  41  aufgestellten  Reihen  und  ferner: 


V(*i)  = -ö 


'■'W  = i -i 


1 3 7I2  p2  r'  'Tr4 


X2 


+ 


b n*  p* 
24 


3 it2  p2  e2  _5_  7t4p4£2 
"f"  24 


X2 


X1 


7 TC6  p6 
288  X6  ’ 

2 7 it'p'e,1 

288  X6 


1 r / ( > , X f\  3 7l2  p2  5 7l4  p4\  X2  1 1 1 71 

1 (7tl)  ~ ^ V2  _ 4 ~ + 24  1X~)  _ ÜV  “ 4 ~ 16  " 

11  7l4  p4 


_p; 

X2 


+ 


36  X4  ‘ 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichung  für  dj  ein,  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  bis  auf  sechste  Potenzen  genau  rechnen: 


TCJ  p‘ 

T2" 


£2  1 £2 

(£2  +1)2 


_ 8 ln  -L  5V/hziiy  _ *V 
™pr/ X*  U + 1 / 

lrc4p4  ^ + 5e2+1s22+s,2  ,p, 


+ ^ £2  + l( 

(s2  + l)2  i 

5 19  5 , 

6_l2E2+5S2 


(122) 


462 


ö 

’4"24£ji 


2 X*  (e2+l)2  1 X6  (s2+l)2 

Vernachlässigen  wir  in  dem  reellen  Teile  alles  gegen  die  vierte  Potenz, 
in  dem  imaginären  alles  gegen  die  Quadrate,  so  erhalten  wir: 

*-‘*-¥(*Ü),+‘[C-i,),Si]-  (m> 


(v.-i*,) 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (121)  ein,  so  ergibt  sich:  (124) 


H~ 

2 TiNp2  S-^-^ 

s2+l 


+-v(Siä),+=^eTi)4 


v,2  — x,2 


(125a) 


V,  X,  = 


1 — 2 tc  N p2  1 4-  u2  p4  N2 

x2  V£»-m/ 


1 — 2xNp2^— — 1 +x2p4N2 


/s2-iy  + N2«*Pv 

fh  - 1\ 

\£2  -j-  1/  X4 

+ l ) 

£2  + 1 


(z.l l^2  , N27t8p8 ( 

f £.  — IV 

1 

U2  + iX 

(125b) 


Wir  vernachlässigen  wieder  x gegen  v in  Gleichung  (125a)  und  wählen 
ferner  p so  klein,  daß  p4  zu  vernachlässigen  ist.  Dann  nimmt  Gleichung 
(125a)  die  Form  an: 


1 — 2 N p : 


£2  - 1/ 
£2  + 1 


(126a) 


44 


und  Gleichung  (125b): 


NuV  (*t~  lx2 


V , X , = 


(h. -I) 

Vs2  + \) 


Nach  Gleichung  (126a)  ist: 

J„2V  2 EiZl 


v,2  — 2 n N p2  u/  -2— - = 1 , 

£2  . 

£2  1 Vj2  — 1 1 

s2  + 1 ~ vj  2 tuN  p2’ 

2 (v^2 — l)2  1 


Cttt)  = 


V,' 


4 7U2  N2  p- 


Wir  setzen  (127)  in  (126b)  ein  und  erhalten: 


(126b) 


= 

%,  = 

h,  = 


7ü  2 (V , 2 1 ) 2 1 


TU2  (Vk 


(v^2  - 1): 


V/ 


4 N 4 N X2  v , 2 


1): 


4 N X2 
4 TU'  X. 


TT3  (V,2  l)2 


X 


N X3 


(127) 


(128) 

(129) 


Ein  Vergleich  von  (129)  und  (119)  zeigt  den  Unterschied  der  Ab- 
sorption bei  verschiedener  Polarisation  der  Wellen^  die  das  Medium 'durch- 
setzen; beide  Fälle  haben  aber  den  Umstand  gemein,  daß  die  Absorption 
umgekehrt  proportional  der  dritten  Potenz  der  Wellenlänge  ist. 


II.  Die  Zylinder  mögen  unendlich  große  Leitfähigkeit  haben. 

Auch  in  diesem  Falle  zeigt  das  Medium  verschiedene  Absorption,  je 
nachdem  ($  orientiert  ist,  und  zwar  stellt  sich  heraus,  daß  in  dem  Falle, 
daß  parallel  der  Zylinderachse  ist,  wir  denselben  Wert  für  die  Ab- 
sorption erhalten,  wie  unter  der  Annahme,  daß  die  eingelagerten  Zylinder 
dielektrisch  seien.  Das  Resultat,  das  wir  erhalten,  wenn  @ senkrecht  zur 
Zylinderachse  ist,  weicht  dagegen  etwas  von  dem  für  dielektrische 
Zylinder  ab. 


a)  @ sei  parallel  der  Zylintlerachse. 
Es  ist  jetzt: 

2 TU 


ki  — , k^ 


f 8 TU“ 


n,  = k,  p=  « 1, 


= 1 


* i a 
cX  ’ 

r 


i. 


Für  die  Reihen  mit  dem  Argumente  tux  lassen  sich  die  Formeln  für 
kleines,  für  die  Reihen  mit  dem  Argumente  tu2  die  Formeln  für  großes 
Argument  anwenden.  Danach  ist: 
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J0(7ii)  = l,  J,' (*.•)-=  -y.  ->1^,)=  ^.  J,'(%)  = y. 


K0  fai)  = ln 


Also  ist: 


T 

K1'(^1)  = -rL2. 

71 1 

V frs)  = j 

J0  (*2) 


K0'  (nj  = 


7t, 


K1  fat) 


“n  (^2)  n . 

(^2)  ^2 

J/  (TC2)  = J_  , j 

^1  (^2)  ^2 


Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichung  (9)  für  — ein,  so  er- 


halten wir: 


1 2 
— 1 ln 

^2  T^i 


TCi 

2 Tu. 


2 


1 71 

T’ 


oder,  wenn  wir  die  kleineren  gegen  die  größeren  Ausdrücke  vernach- 
lässigen : 


a0  =1„X^1  + fj?- 

— z 

Für  den  zweiten  Koeffizienten  ergibt  sich: 

1 4 -2 

aj  = — Tlj4  71  — 1 TTj2. 

at  ist  also  gegen  a0  zu  vernachlässigen.  Nun  ist: 


(130) 


. , , 2"Na,l<  , , NX2 

(v„  — ix„)2  = 1 + ,4ft2—  = * + ^ 


= 1 + 


N \2 
2 7t 


V*i  , 17* 


ln 


9 , N*« 

7t,,2  ==  1 + 


ln 


T ni 


1 2 T , 71 

ln  2 +T 


N \2 


2 y„  = 


(131) 


• (132) 
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Y 

TCj  ist  sehr  klein,  daher  ln  - 1 sehr  groß,  also  ist  angenähert : 

1 

“ a J 


NX2* 


v„2  — *„2=i  +—  . lnxB> 

z 


2 v„ 

2 TZ 


(133) 


ln2^ 


Für  X oo  ist  y.  zu  vernachlässigen;  also  ist  nach  Gleichung  (133a): 

1 


v,,2  = 1 ■+ 


NX 


ln 


Yui 

•l 


1 


Vh 

2 

1 \ 2 


Y7T, 


(V,2  1)  • 2 TC 

NX2 

(v2  — l)2-  4tc2 
N2  X4 


(134) 


Den  Wert  aus  Gleichung  (134)  setzen  wir  in  (133b)  ein  und  erhalten: 


2 v„  %„  = 


NX2 


(V,2—  l)2  . 4 TU2  (V,,2—  l)2  . TT 


2 TU 


N2  X4 

TZ2  1 (V 

2 * NX2* 


NX2 


l)'2 


4 TZ  %„  2 TZ3 

fl..  


(v,,2—  1) 


(135) 


X NX8  v„ 

Die  Gleichung  hat  genau  dieselbe  Form,  wie  diejenige  die  wir  für 
ein  nichtleitendes  Medium  erhalten  haben;  — vgl.  Gleichung  (118)  und 
(120)  — natürlich  stellt  sie  nicht  denselben  Wert  dar,  da  v„  in  beiden 
Fällen  ein  ganz  verschiedenes  ist. 

b)  @ sei  senkrecht  zur  Zylinderachse. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  vorliegenden  Problem  und  dem  Falle 
dielektrischer  Zylinder  besteht  darin,  daß  hier  d0  und  dx  von  gleicher 
Größenordnung  werden,  während  dort  d0  gegen  dl  zu  vernachlässigen  war. 
Wir  erhalten  die  angenäherten  Werte: 

2 tz  2p2  2iTU5p4  . 


d0  = - 


X2 


di  = i 7t!  2 + j • 7t, 


X4’ 

4i  Ti  2p2 

~T2 


+ 


5^4 


4 7 z 5p 


(136) 


X4* 


b) 
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Der  komplexe  Brechungsexponent  hat  jetzt  die  Form: 


(V,  - ix,)2  =11+ 


1 


i Ndt  X2 
4 7C  i 


I+^*\ 


(137) 


4tz 


Setzen  wir  in  Gleichung  (137)  die  Werte  von  d0  und  dj  aus  Gleichung 
(136  a)  und  (136  b)  ein,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  höhere  als  vierte 
Potenzen  von  p vernachlässigen: 


Ntt4p4 


(v,  — ix,)2  = 


1 — Nxp2—  N2!t2p4—  3i  .. 

A 


V,2-*,* 


(1  — Nrcp2)2 
1 — Nrcp2  — N27i  2p4 


^^=2  X2 


(1  — Niep 2) 2 
3 Nti4p4  1 


(138) 


(139) 


(1  --  NTTp2)2 

Vernachlässigen  wir  in  Gleichung  (139a)  x gegen  v,  ferner  die  vierten 
Potenzen  in  Zähler  und  Nenner  gegen  die  zweiten,  so  nimmt  die  Gleichung 
die  folgende  Gestalt  an: 

2 1 — N*p2 


v , == 


1 — 2 Nrcp i 


2 ’ 


und  daraus  folgt: 


Nrcp2  == 


— 1 


(140) 


2v^_2 — 1 

Wir  vernachlässigen  ferner  in  (139  b)  ebenfalls  im  Nenner  die  vierte  Potenz 
gegen  die  zweite.  Dann  ist: 

3tc2  N27i;2p4 
V-  %±  = 2NX2  ‘ 1 — iNjtp2 

und,  wenn  wir  den  Wert  von  Nup2  aus  Gleichung  (140)  einführen: 

3 TT2  (v,2—  l)2 


v,  X, 


X,  = 


2NX2  2v_,2  — 1 ’ 

3 7t2  (v,2  — l)2 

2 NX 2 ' v_,(2v^2— 1)’ 

4toc,  6x5  (v,2 — l)2 


\ 


(141) 


- X J NX3  (2v_^2 — 1)’ 

Der  Unterschied  zwischen  h_,  und  h„  besteht  hier,  wie  auch  im  Falle 
dielektrischer  Zylinder,  darin,  daß  bei  h„  im  Nenner  die  erste  Potenz  von  v, 
bei  h^  die  dritte  Potenz  von  v auftritt. 

§ 14. 

Zahlenbeispiele. 

Wir  wenden  die  gewonnenen  Resultate  auf  ein  zahlenmäßiges  Beispiel 
an,  um  das  Verhalten  eines  Mediums,  wie  es  das  von  uns  behandelte  ist, 
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bei  verschiedener  Polarisation  der  angewandten  Strahlung  zu  zeigen. 
Dabei  stellt  sich  der  Fall,  daß  der  elektrische  Vektor  parallel  zur  Zylinder- 
achse ist,  stets  als  der  experimentell  interessantere  heraus. 

I.  Ein  dielektrisches  Gitter, 
a)  (5  sei  parallel  der  Zylinderachse. 

Wir  betrachten  ein  dielektrisches  Medium  von  folgender  Beschaffenheit: 
in  das  Vakuum  seien  Wasserzylinder  vom  Radius  p = 0,2  cm  eingelagert;  ihre 

Entfernung  von  einander  sei  = 1;  also  ist  N = 1.  Wir  berechnen 

FN 

die  Koeffizienten  a0  und  a1  aus  Gleichung  (9)  und  finden  dann  v„  und 
aus  Gleichung  (83).  Es  zeigt  sich,  daß  wir  bis  zu  einer  Wellenlänge  von 
X ==  5 cm  herabgehen  können;  für  kleinere  Wellenlängen  wird  der 
Koeffizient  a2  noch  beträchtlich,  so  daß  die  Formel  (83)  das  Verhalten 
des  Mediums  nicht  richtig  darstellen  würde.  Diese  untere  Grenze  der 
Wellenlänge  kann  nicht  dadurch  herabgedrückt  werden,  daß  man  den 
Koeffizienten  a2  noch  berechnet,  da  wir  sonst  mit  der  Bedingung,  daß 

X Y>  -Jn  sein  soll,  in  Konflikt  kämen. 

Kn 

Die  ersten  Eigenschwingungen  des  Mediums  berechnen  wir  nach  der 
in  § 11  erwähnten  Weise  und  finden  aus  dem  Koeffizienten  a0: 

X00)  = 13,158  cm 
X0<2)  = -2,7024  cm 

und  dem  Koeffizienten  ax: 

Xj  = 4,778  cm. 

Wir  erhalten  aus  Gleichung  (83)  folgende  Werte  des  Brechungs- 
exponenten und  Extinktionskoeffizienten: 

Tabelle  I. 


X in  cm 

V„ 

5 

0,752 

2,538 

7 

0,8029 

1,3017 

10 

1,6986 

2,363 

12 

2,5164 

2,8004 

13 

3,0053 

2,848. 

14 

3,4627 

2,7589 

15 

3,942 

2,2434 

18 

4,215 

1,413 

20 

4,132 

0,851 

25 

3,9176 

0,4257 

30 

3,688 

0,239 

40 

3,475 

0,109 

oo 

3,325 

0 

Wie  Figur  5 und  Tabelle  I zeigen,  macht  sich  die  Eigenschwingung 
bei  13,158  cm  durch  ein  starkes  Absorptionsmaximum  und  steil  ansteigende 
anomale  Dispersion  bemerkbar.  Man  kann  auch  noch  den  Einfluß  der 
Eigenschwingung  bei  4,778  cm  konstatieren. 

b)  (£  sei  senkrecht  zur  Zylinderachse. 

In  dem  Falle,  daß  die  elektrische  Kraft  senkrecht  zur  Zylinderachse 
ist,  hat  das  Medium  folgende  Eigenschwingungen: 

X0  = 4,778  cm 
Xj  = 2,922  cm 
Für  v,  und  x_,  ergeben  sich  die  Werte: 


Tabelle  II. 


X in  cm 

V, 

x , 

5 

1,515 

0,126 

7 

1,174 

0 

10 

1,151 

0 

12 

1,133 

0 

20 

1,131 

0 

oo 

1,131 

0 

Man  merkt,  wie  Figur  6 zeigt,  noch  eben  den  Einfluß  der  Eigen- 
schwingung bei  4,778  cm,  der  Brechungsexponent  bleibt  nahezu  konstant, 
die  Absorption  wird  = 0.  Figur  7 zeigt  die  Differenz  der  Brechungs- 
exponenten im  parallelen  und  senkrechten  Falle,  die  die  Stärke  der  Doppel- 
brechung mißt*,  der  Sinn  der  Doppelbrechung  kehrt  sich  im 
Gebiet  der  anomalen  Dispersion  um. 


II.  Ein  gut  leitendes  Gitter. 

Wir  betrachten  ein  Gitter,  das  aus  Silberdrähten  vom  Radius 
p = 1()  — 3 cm  besteht;  die  Leitfähigkeit  des  Silbers  ist  c = 6,25  • 10  17. 
N sei  nacheinander  = 10,  = 50,  ==  100. 


a.  (5  sei  parallel  der  Zylinder achse. 

v„  und  x„  berechnen  wir  wieder  nach  der  Gleichung  (83),  zur  Berechnung 

derKoeffizienten  benutzen  wir  aber  die  Formeln  für  großes  und  kleines  Argument 

auf  p.  45.  Das  ist  hier  gestattet,  wenn  X = 20  cm  angesetzt  wird. 

max 

Es  ist:  27t  • 10  — 3 


2"-  10~th.\ok  = 5,ciß“57C^S- 


7ü2  ist  also  auch  für  X 


20  cm  noch  größer  als  6,  so  daß  die 


max 


Formeln  für  großes  Argument  noch  gültig  sind. 


4 
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Berechnet  man  a0  und  at  aus  Gleichung  (9),  so  stellt  sich  heraus, 

daß  aj  noch  nicht  l°/00  von  a0  ausmacht,  also  zu  vernachlässigen  ist. 

Wir  erhalten  daher  für  den  komplexen  Brechungsexponenten  die  Gleichung: 

, ■ v2  , , 2n:Na0c2 

(v„  — ix„)2  = 1 -| n2 

und  finden  daraus  die  in  Tabelle  III  bis  V wiedergegebenen  Werte  von 
v„  und  bei  verschiedener  Konzentration. 

Die  Dispersion  ist  in  dem  ganzen  Gebiete  von  1 cm  bis  20  cm  anomal 
mit  einer  Ausnahme  bei  einer  Konzentration  von  N = 10. 


Tabelle  III. 

N = 10. 

X in  cm 

V„ 

*/, 

1 

0,835 

0,059 

5 

0,371 

1,746 

10 

0,472 

4,450 

15 

0,800 

6,662 

20 

0,810 

8,758 

Tabelle  IV. 

N — 50. 

X in  cm 

v„ 

1 

0,261 

0,774 

5 

0,740 

4,371 

10 

1,061 

9,900 

15 

1,435 

14,992 

20 

2,322 

19,738 

Tabelle  V. 
N = 100. 


X in  cm 

v„ 

1 

0,326 

1,080 

5 

1,034 

6,260 

10 

1,491 

14,071 

15 

1,935 

21,178 

20 

2,546 

27,855. 

b)  (£  sei  senkrecht  zur  Zylinderachse. 

In  diesem  Falle  sind  die  Koeffizienten  verschwindend  klein,  so  daß 
v,  = 1,  y.,=  0 anzunehmen  ist.  Wir  erhalten  nämlich: 

, 0,0000097392  0,00000000061204. 

d»  = X“  X4 

J 0,0000394784.  , 0,00000000122408 

d‘  = “FT  '+  FF“ 

Wir  behalten  uns  vor,  zum  Vergleich  mit  dem  Silbergitter  die  Be- 
rechnung für  ein  Kruppingitter  durchzuführen;  die  Schwierigkeiten  sind 
dabei  wesentlich  größer,  da  die  Formeln  für  großes  Argument  nicht  mehr 
gelten;  die  Leitfähigkeit  des  Kruppins  ist  a = 1,56  - 1016,  also  ist: 


Die  Reihen  für  dieses  Argument  sind  mit  Hilfe  des  Additionstheorems 
der  Besselschen  Funktionen  zu  berechnen. 

§ 15. 

Schlußbemerkung. 

Wir  haben  in  der  vorliegenden  Arbeit  die  Dispersionstheorie  eines 
Mediums,  das  aus  Zylindern  aufgebaut  ist,  aufgestellt,  und  zwar  unter  der 
in  der  Dispersionstheorie  üblichen  und  notwendigen  Annahme,  daß 

p z 71  z x 

ist,  d.  h.  daß  der  Radius  der  Zylinder  klein  gegen  ihren  Abstand  von- 
einander, beides  aber  wieder  klein  gegen  die  Wellenlänge  der  sich  in  dem 
Medium  fortpflanzenden  Welle  ist. 

Wir  haben  dabei  zwei  Fälle  unterschieden:  im  ersten  Falle  pflanzt 
sich  in  dem  Medium  eine  polarisierte  Welle  in  der  Weise  fort,  daß  der 
elektrische  Vektor  parallel  den  Achsen  der  Zylinder  ist,  im  zweiten  Falle 
ist  der  magnetische  Vektor  parallel  zur  Zylinderachse. 

Wir  sind  unter  diesen  Annahmen  zu  Dispersionsformeln  gelangt,  die 
sich  bei  Spezialisierung  auf  dielektrische  Zylinder  und  lange  Wellen  mit 
den  Wienerschen  Formeln  der  Stäbchendoppelbrechung  decken.  Ferner 
haben  wir  ein  Analogon  zu  den  Rayleighschen  Dispersionsformeln  auf- 
gestellt und  gezeigt,  daß  für  lange  Wellen  die  Absorption  eines  dielektrischen, 
als  auch  eines  leitenden,  aus  Zylindern  aufgebauten  Mediums  der  dritten 
Potenz  der  Wellenlänge  umgekehrt  proportional  ist.  Schließlich  haben  wir 
an  Zahlenbeispielen  die  Doppelbrechung  und  den  Pleochroismus  eines  solchen 
Mediums  nachgewiesen. 
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Ein  weiteres  Anwendungsgebiet  für  die  vorliegende  Theorie  eröffnet 
sich  vielleicht  in  der  Untersuchung  der  Braunschen  Gitter1).  , Ferdinand 
Braun  hat  sog.  Zerstäubungsgitter  hergestellt,  indem  er  einen  feinen  Metall- 
draht zwischen  zwei  Glasplatten  durch  Entladung  einer  Leydener  Batterie 
zerstäubte.  Das  Metall  geht  dabei  in  gasförmigen  Zustand  über,  kondensiert 
sich,  und  die  Partikel  schlagen  sich  auf  Linien  nieder,  die  nach  seiner 
Behauptung  senkrecht  zu  der  Richtung  des  Drahtes  liegen.  Braun  nimmt 
also  an,  daß  der  Metallniederschlag  nach  der  Zerstäubung  Gitterstruktur 
aufweist,  da  sich  Gitterpolarisation  nachweisen  ließ,  die  er  als  Hertzsche 
Gitterpolarisation  deutet  (sog.  He rtz -Effekt2).  Dabei  ist  aber  voraus- 
gesetzt, was  durch  kein  Experiment  bisher  bewiesen  wurde,  daß  die 
Richtung  der  Gitterstäbe  senkrecht  zur  Drahtachse  ist.  Es  ist  jedoch  auch 
möglich,  daß  die  beiden  Richtungen  parallel  werden,  und  dann  würde  der 
sog.  Dubois-Effekt  vorliegen.  Für  einen  Zylinder  haben  CI.  Schaefer 
und  F.  Reiche  gezeigt,  daß  in  der  Tat  stets  Hertz-Effekt  vorliegen  muß, 
doch  ist  es  notwendig,  die  analoge  Untersuchung  auch  für  ein  System  von 
mehreren  Zylindern  durchzuführen. 

Eine  sehr  dünne  Platte  eines  Mediums,  wie  wir  es  in  dieser  Arbeit 
behandelt  haben,  würde  vielleicht  als  Braunsches  Gitter  anzusprechen  sein; 
es  wäre  möglich,  daß  sich  nach  Durchführung  dieser  Theorie  eine  definitive 
Entscheidung  treffen  ließe. 

!)  Ferdinand  Braun:  Der  Hertzsche  Gitterversuch  im  Gebiet  der  sichtbaren 
Strahlung.  Ann.  d.  Phys.  16,  1905,  p.  1. 

F.  Braun:  Über  metallische  Gitterpolarisation,  insbesondere  ihre  Anwendung 
zur  Deutung  mikroskopischer  Präparate.  Ann.  d.  Phys.  16,  1905,  p.  238. 

F.  Braun:  Der  Mechanismus  der  elektrischen  Zerstäubung;  Zerlegung  von 
Metallegierungen,  Schmelzen  von  Kohlenstoff.  Ann.  d.  Phys.  17,  1905. 

2)  CI.  Schaefer  und  F.  Reiche.  Annalen  der  Physik,  32,  1910,  p.  577. 
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Figur  5. 


Wassergitter:  e .=  81  ; N = 1 ; p = 0,2  cm 
v und  x im  parallelen  Falle. 
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Figur  7. 
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Wassergitter:  Stärke  der  Doppelbrechung  v„  — v,. 
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Silbergitter : a = 6,25  • 1017  p = 10  ~3  cm 
v und  x im  parallelen  Falle. 


Die  Anregung  zu  der  vorliegenden  Arbeit  gab  mir  Herr  Professor 
Schaefer,  dem  ich  hierfür  und  für  sein  stets  unterstützungsbereites 
Interesse,  mit  dem  er  den  Fortgang  dieser  Untersuchungen  begleitet  hat, 
meinen  aufrichtigsten  Dank  sage. 


Lebenslauf. 

Ich,  Helene  Stallwitz,  wurde  am  3.  Januar  1885  zu  Glogau  als 
Tochter  des  Lehrers  an  der  dortigen  evangelischen  Knaben  Bürgerschule, 
Albert  Stallwitz,  und  seiner  Frau  Hedwig,  geh.  Laube,  geboren.  Von 
Ostern  1891  bis  Ostern  1895  besuchte  ich  die  Mädchenmittelschule,  von 
Ostern  1895  bis  Ostern  1900  die  höhere  Mädchenschule  zu  Glogau  und 
trat  nach  einem  Jahre  privater  Vorbereitung  Ostern  1901  in  das  städtische 
Lehrerinnenseminar  zu  Görlitz  ein,  das  ich  Ostern  1904  mit  dem  Unter- 
richts-Befähigungszeugnis für  mittlere  und  höhere  Mädchenschulen  verließ. 
Von  Ostern  1904  bis  August  1907  war  ich  Erzieherin  in  Deutschland 
(Marienberg,  Westerwald)  und  Schottland  (Nunraw,  East  Lothian).  Nach- 
dem ich  mich  privatim  und  vom  1.  November  1908  bis  September  1909 
auf  der  Unterrichtsanstalt  des  Herrn  Dr.  Krause,  Halle  a./S.,  vorbereitet 
hatte,  bestand  ich  am  16.  September  1909  das  Abiturium  vor  der  Königl. 
Prüfungskommission  am  Realgymnasium  zu  Halberstadt.  Oktober  1909 
bezog  ich  die  Universität  Breslau,  um  mich  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Studien  zu  widmen. 

Ich  hörte  die  Vorlesungen  der  Herren:  Baumgartner,  Franz  f, 
Kneser,  Kühnemann,  Kükenthal,  Ladenburg,  Lummer,  Prings- 
heim,  Rosanes,  Sachs,  Schaefer,  Schnee,  Stern,  Stoy,  Sturm, 
Supan,  Volz,  Waetzmann. 

Ihnen  allen  sage  ich  für  die  freundliche  Förderung  meiner  Studien 
herzlichen  Dank. 


a 

% 

%' 

e 

P 

® = e@ 
93=p£> 
N 

Po 

ft 

Pl 
v„  x„ 


Zeichenerklärung. 

= Vektorpotential  dpr  von  einem  Zylinder  herrührenden  Feld- 
stärken. 

= Vektorpotential  der  Maxwellschen  Kräfte. 

= Vektorpotential  der  erregenden  Kräfte. 

= Maxwellsche  Kräfte. 

= Erregende  Kräfte. 

==  Mittelwert  der  Dielektrizitätskonstante. 

= Mittelwert  der  Permeabilität. 

= Dielektrische  Verschiebung. 

= Magnetische  Induktion. 

= Anzahl  der  Zylinderquerschnitte  in  der  Flächeneinheit. 

= Polarisation  der  Volumeneinheit,  entsprechend  der  ersten 
Partialwelle. 

— Moment  eines  Einzelstromes. 

= Polarisation  der  Volumeneinheit,  entsprechend  der  zweiten 
Partialwelle. 

= Moment  eines  Doppelstromes. 

==  Brechungsexponent  und  Extinktionskoeffizient  im  parallelen 
Falle. 

= Brechungsexponent  und  Extinktionskoeffizient  im  senkrechten 
Falle. 
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